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SIRURI SI SERII DE ELEMENTE DIN R”

Definitie. Fie M o multime. Un sir cu elemente din M este o functie
cu domeniul N (sau Ny = {k,k+1,k+2,....}, unde k € N) gi codomeniul o
submultime a lui M.

Observatie. Daca x : N — M este un sir, valoarea lui x in n se va nota
x, (in loc de x(n)), iar functia © : N — M se va nota (x,)nen-

Definitie. Fie (x,)nen un sir cu elemente din RP gi x € RP. Spunem ca
x este o limita a lui (x,)nen, daca in afara oricarei vecinatali a lui x se afla
un numar finit de termeni ai girului (deci existd un rang incepdnd cu care
toti termenii sirului se afla in vecinatate). Altfel spus, pentru orice V € V,
exista ny € N cu proprietatea ca x, € V pentru orice n € N, n > ny.

Vom spune ca sirul (z,)nen converge catre x.

Daca un gir, cu elemente din RP, are o limita din RP, vom spune ca el
este convergent, iar in caz contrar il vom numi divergent.

Observatie. Definitia de mai sus are sens i pentru siruri cu elemente
dintr-un spatiu topologic.

Propozitie. Daca (x,)nen este un gir cu elemente din RP, un element
x € RP este o limita a sa daca si numai daca pentru orice € > 0 exista
ne € N astfel incdt
|20 — 2l <e,

pentru orice n € N, n > n..

Teorema de unicitate a limitei. Un gir cu elemente din R™ nu poate
avea mai mult de o limita.

Observatie. Dacad (z,)nen este un gir cu elemente din RP care are limita
x € RP, atunci vom scrie

lim z,, = z.
n—od

Propozitie. Pentru un sir (z,)nen de numere reale si x € R, avem
lim x,, = x daca si numai daca pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incdt

n—oo

|z, — x| <e,



pentru orice n € N, n > n..

In conformitate cu definitia topologiei pe R si a limitei unui sir de elemente
dintr-un spatiu topologic, suntem condusi la urmatoarea

Propozitie. Pentru un §ir (z,)nen de numere reale, avem lim x,, = 0o

n—oo

daca g1 numai daca pentru orice € € R exista n. € N astfel incit
Tp > €,
pentru orice n € N, n > n..

Propozitie. Pentru un sir (x,)nen de numere reale, avem lim x,, = —o0

n—oo

daca si numai dacd pentru orice € € R existd n. € N astfel incdt
T, < €,
pentru orice n € N, n > n..
Propozitie. Un gir convergent din R™ este marginit.

Observatie. Reciproca propozitiei de mai sus nu este valabila, asa cum
ne arata girul de numere reale ((—1)")nen-

Teorema convergentei monotone. Fie (x,),en un gir de numere reale
care este crescator (i.e. T, < x,1 pentru orice n € N). Atunci (z,)nen este
convergent daca st numat daca este marginit, caz in care

lim z,, = sup x,.
n—oo HEN

Demonstratie.

”=" Faptul ca un gir convergent este marginit s-a stabilit anterior.
Fie
= lim x,.

n—oo

Atunci, pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incat
l—e<z,<l+e¢,

pentru orice n € N, n > n..



Prin urmare, avand in vedere cd sirul (z,),en este crescator, deducem ca

l—e<supzx, <l+e.
neN

Asadar

sup r, — lim z,
neN n—00

<e

Y

pentru orice € > 0, deci
lim z,, = sup z,.

n—00 neN
7" BExista
not
sup ©, = Il.
neN
Atunci
Ty <1,

pentru orice n € N.
Mai mult, avand in vedere definitia supremumului, pentru orice ¢ > 0
exista x,_ astfel incat
l—e<,,

de unde, deoarece sirul (x,),en este crescator, deducem ca
l—e<z, <Il<l+c¢,
pentru orice n € N, n > n., adica

[l = limx, =sup x,. J

Teorema convergentei monotone sta la baza stabilirii urmatorului rezul-
tat.

Propozitie. Sirurile
§t

sunt convergente si au aceeasi limita notatd cu e.
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Conceptul de serie, care incearca sa dea sens "sumelor infinite", s-a dovedit
util in definirea unor constante importante (ca, de exemplu, e gi 7), precum
si in definirea riguroasa a functiilor elementare.

Definitie. Dacid (,)nen este un gir de elemente din RP, definim seria
generati de (T,)nen ca fiind sirul (Sp)nen, unde

n
k=1

Daca sirul (Sy)nen este convergent,

lim S,

n—oo

se numeste suma seriet.
Tp-urile poarta numele de termenii seriet, iar S,-urile de sume partiale.

Prin conventie, simbolurile

(o]
E Ty, E Ty, E Iy, Sau E Ty
n=1

neN n>1

vor desemna atat seria generatd de (z,)nen, Cat i suma sa, in cazul in care
seria este convergenta.

Observatie. Degi, in general, termenii unei serit sunt indexati cu aju-
torul multimii numerelor naturale, exista situatit in care este de preferat sa
incepem indexarea cu n =0 sau cu n =k, unde k € N.

1
Exemplu. Si se afle suma seriei ) ———.
n>1 4n -1

Deoarece
1 1 1 1

o1 2 mo1 )
pentru orice k € N, obtinem ca

n

1 1 1
> gt = 30 5
k:14k -1 2 2n+1

pentru orice n € N.



Drept urmare seria considerata este convergenta gi suma sa este %

Propozitie. Daca seria Y x,, cu termeni din RP, este convergenta,
atunci
lim x,, = 0.

n—o0

Reciproca nu este adevarata.
Demonstratie. Avem

lim z,, = lim (S, — S,—1) = 0.

n—oo n—oo

arata ca reciproca nu este valida. [

3=

[ee]
Seria Y
n=1

Cele doua criterii de comparatie prezentate mai jos, aplicabile seriilor
cu termeni pozitivi, sunt utile atunci cadnd dispunem de serii standard a
cdror naturd este cunoscutd (de obicei acestea sunt seria geometrica si seria
armonicd), de inegalititi si limite adecvate.

Criteriul de comparatie cu inegalitati. Fie (2,)nen §0 (Yn)nen doud
siruri de elemente din [0,00) astfel incat:
i) existd ng € N cu proprietatea ca

Tn < Yn,

pentru orice n € N, n > ng;
it) >y, este convergenta.
Atunci ) x,, este convergenta.

Criteriul de comparatie la limita. Fie (z,)nen §@ (Yn)nen doud siruri
de elemente din (0,00).

«) Daca T}Lrgoz—z € (0,00), atunci seriile Y x, §i Yy, au aceeagi naturd.

B) Daca le s =0 s seria > yn este convergentd, atunci gi seria Y | T
este converggnt(gi

v) Daca 71113)10 T = 00 gi seria Yy, este divergenta, atunci i seria Y Tn

este divergenta.



Exemple standard de serii (seria geometrica si seria armonica)

1. Pentru a € R, seria
> a"
J

numiti seria geometrica, este convergentd dacd §i numai daca |a| < 1.

2. Pentru a € R, seria
1

ne’
numita seria armonica generalizata, este convergenta daca si numai daca
a>1.

Remarca. Denumirea de serie armonica generalizata are drept temei
faptul ca, in cazul a = 1, orice termen al seriei, incepdnd cu cel de al doilea,
este media armonica a termenilor vecini. Pentru a > 1, suma seriei ) nia se
noteazd cu ((a). Functia astfel construita, numitd functia ¢ a lui Riemann,
este un ingredient principal in studiul distributiei asimptotice a numerelor
prime §i in celebra conjecturda a lui Riemann, ramasa fara raspuns pana in
acest moment.

Urmatoarele trei criterii sunt extrem de utile pentru stabilirea naturii
unei serii cu termeni pozitivi.

Criteriul radacinii (al lui Cauchy). Daca (x,)nen este un gir de
elemente din [0, 00) astfel incdt exista

lim {/x, ot r,
atunci:
a) seria Y x, este convergentd pentru r € [0, 1);
b) seria Y x, este divergentd pentru r € (1,00);
¢) nu putem preciza natura seriei Y x, pentru r = 1.

Criteriul raportului (al lui D’Alembert). Daci (z,)nen este un sir
de elemente din (0, 00) astfel incdt ezista

. xn—i—l not
lim =

9
n—oo Tp

atunci:



a) seria Y x, este convergentd pentru r € [0,1);
b) seria Y x, este divergentd pentru r € (1,00);
¢) nu putem preciza natura seriei Y x, pentru r = 1.

Criteriul lui Raabe-Duhamel. Daca (x,)nen este un gir de elemente
din (0,00) astfel incat exista

lim n(
n—oo xn+1

atunci:
a) seria Y x, este convergentd pentru r € (1,00);
b) seria > x, este divergenta pentru r € (—oo, 1);
¢) nu putem preciza natura seriei » | x, pentru r = 1.

Exemplu. Sa se studieze natura seriei

3 (1 .34' .67. .9_ - '. '(?7(13;)2) ) 2 |

n>1

Notand cu z,, termenul general al seriei, un calcul simplu arata ca

. 4
lim n(—2 —1) == > 1,
n—oo xn+1 3

deci, conform criteriului lui Raabe-Duhamel, seria este convergenta.

Urmatoarele criterii constituie instrumente indispensabile pentru stabilirea
naturii unor serii care nu au neaparat termenii pozitivi.

Criteriul lui Dirichlet. Fie (x,)nen §0 (Yn)nen doud giruri de elemente
din R satisfacind urmatoarele proprietati:

i) (xn)nen este un gir descrescator de numere reale pozitive care converge
catre 0;

ii1) (sg)gen este marginit, unde (sy)ren este girul sumelor partiale ale

seriei | Yn.
Atunci seria

> Tuyn

este convergenta.



Criteriul lui Leibniz. Fie (z,).en un gir de elemente din [0, 00) satis-
facand urmatoarele doua proprietati:
i) (Tn)nen este descrescator;

i)

lim z,, = 0.

n—oo

Atunci seria alternatd Y (—1)"z, este convergenta.

Criteriul lui Abel. Fie >y, o serie de elemente din R si (z,)nen un
gir de elemente din R satisfacind urmatoarele proprietati:

i) (Zn)nen este monoton gi convergent;

i) >y, este convergenta.

Atunci seria Y xpy, este convergenti.

Exemplu. Sa se studieze natura seriei

Z sin(mvn? 4+ 1).

n>1

Avem

sin(mvn? 4+ 1) =sin(r(vn?+1—n+n)) =
s
= (=1)"sin(r(vVn?+1—n)) =(—1)"sin ——,
(~1)"sin(r(v )= ()i
pentru orice n € N.
Folosind Criteriul lui Leibniz, deducem ca seria considerata este conver-
genta.



CONTINUITATE SI LIMITE

Definitie. Fie f: D CRP — RY gi a € D. Spunem ca functia f este
continud in a daca pentru orice V' € Vy exista U € V, (care depinde de
V') astfel incadt

flx) eV,

pentru orice x € DN U.

Observatie. Definitia de mai sus are un caracter pur topologic, ea putind
fi formulata st in cadrul spatiilor topologice.

Observatie. Din definitia de mai sus decurge faptul ci daci a € D\ D'
(i.e. a este un punct izolat ol lui D, adica exista U € V, cu proprietatea ca
UND ={a}), atunci f este continud in a.

Teorema de caracterizare a continuitatii intr-un punct. Fie f :
DCRP—-RYgia€eD.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) f este continua in a.

b) Pentru orice € > 0 existd 6. > 0 astfel incadt

1 (z) = fla)ll <e,

pentru orice x € D cu ||z — af < 6.

¢) Pentru orice §ir (T,)nen, de elemente din D, care converge catre a,
girul (f(z,))nen converge catre f(a).

Demonstratie.

a)=b)

Cum B(f(a),e) € Vi), exista U € V, cu proprietatea ca

reUND = f(x) € B(f(a),e).

Deoarece exista d. > 0 astfel incat B(a,d.) C U, justificarea implicatiei
este incheiata.

b)=-c)

Fie (x,)nen un sir de elemente din D, care converge cétre a.

Fie ¢ > 0.



Atunci exista n. € N cu proprietatea ca
|, — al| < o,

pentru orice n € N, n > n..
Asadar

1f (zn) = fla)]| <e,
pentru orice n € N, n > n., ceea ce aratd cd sirul (f(z,))nen converge catre
f(a).
c)=a)
Presupunem, prin reducere la absurd, ca a) este falsa.
Atunci exista V € Vy(,) cu proprietatea ca pentru orice U € V, exista
ry € DN U astfel incat

f(zv) ¢ Vo

In particular, pentru orice n € N, existd z,, € DN B (a, %) astfel incat
f(xn) & Vo,
fapt care contrazice c). O

Cadrul in care vom lucra in continuare este urmatorul: se considerd D C
RP, f:D—RI zoec D silcR.

Definitie. Vom spune ca f tinde catre | atunci cind x tinde catre xg
daca pentru orice V €V, exista U € V,, astfel incdt

f(x) eV,
pentru orice x € (U N D) N {zo}, i.e.
fUND) N A{zo}) C V.

Vom nota aceasta situatie prin

o 2 . o /
Teorema. In cadrul de mai sus, daca pentru l,I € RY, avem

f@) = Usif@) = 1,

T—T0

10



atunct
l=1.

Valoarea 1, unic determinata de proprietatea f(x) — [, poartd numele

T—T0o

de limita lut f atunci cdnd x tinde catre xg.
Vom marca aceasta situatie astfel:

lim f(z) = 1.

T—T0

Limite fundamentale

Fie ACR,A#0,ac AnNA si f:A— R o functie elementard.
Atunci

r—a

In plus, avem:

Tr—00 €T
In(1
lim 202y
z—0 X
rT—1
lima = Ina,
z—0 x

11



unde a € (0, 00);
1 "—1
lim—( +2) =r,
z—0 €x

unde r € R.

Teorema de caracterizare a limitei unei functii intr-un punct. n
cadrul de mai sus, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
«) Exista lim f(z) si
xr—x0
lim f(z) =1l

T—To

B) Pentru orice € > 0 existd 6. > 0 astfel incadt

1S () =1l <&,

pentru orice x € D cu proprietatea ca 0 < ||x — x¢|| < 0.
7v) Pentru orice gir (xy,)nen de elemente din D~ {xo} cu proprietatea ca
lim z,, = zg, avem

n—oo

lim f(z,) = 1.

n—oo

Exemplu. Nu exista lim cos %, deoarece

z—0
. 1 -
lim cos — = 1sgi lim cos —— = 0.
n—oo —_— n—oo
2nm 2nm+%

Definitie. Fie D CR, f: D — R si zg un punct de acumulare (eventual
infinit) al multimii D. Spunem ca | € R este limita functiei f in punctul
daca pentru orice V €V, exista U € V,, astfel incdt

fx) eV,
pentru orice x € (DNU) N {xo}, i.e.
FDNU) N Axzo}) € V.
Aceasta situatie se marcheaza prin notatia

lim f(z) =l

T—To

12



Observatii. Definitia de mai sus ne conduce la urmatoarele:

1. Pentru zo € R: lim f(x) = oo dacd §i numai dacd pentru orice

Tr—XQ

e € R existd 6 > 0 astfel incat f(x) > e pentru orice x € D cu proprietatea
0 < |z — x| <.
2. Pentru xy € R: lim f(x) = —oo daca §i numai daca pentru orice

T—T0

e € R existd 6 > 0 astfel incit f(x) < e pentru orice x € D cu proprietatea
0< |$ — SL’()’ < 0.
3. lim f(x) = oo dacd si numai daca pentru orice € € R exista § € R

astfel incat f(x) > e pentru orice x € D cu proprietatea x > 6.

4. lim f(z) = —oo daca si numai dacd pentru orice € € R exista 6 € R
T—00

astfel incat f(r) < e pentru orice x € D cu proprietatea x > §.
5. lim f(z) = oo daca §i numai dacd pentru orice € € R exista § € R

r——00
astfel incat f(x) > e pentru orice x € D cu proprietatea x < §.
6. lim f(x) = —oo daca gi numai daca pentru orice € € R existd 0 € R
r——00
astfel incat f(r) < e pentru orice x € D cu proprietatea x < §.
7. lim f(z) =1 € R daca si numai dacd pentru orice € € R exista § € R
Tr— 00
astfel incat | f(x) — ] < e pentru orice x € D cu proprietatea x > 0.
8. lim f(x)=1¢€ R daca i numai dacd pentru orice € € R exista § € R
r——00

astfel incat | f(x) — ] < e pentru orice x € D cu proprietatea x < 9.

9. Situatiile descrise anterior pot fi caracterizate si cu ajutorul sirurilor,
asa cum ne indica punctul ) al Teoremei de caracterizare a limitei unei
functii intr-un punct.

10. Comportamentul limitelor de functii la operatiile algebrice precum si
la trecerea la limita in inegalitati este similar celui din cazul sirurilor.

Teorema de caracterizare a continuitatii intr-un punct de acu-
mulare. Fie D CRP, o€ D'ND g f: D — R4,

Atunci, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) [ este continud in x.

B) Exista lim f(x) gi
Tr—T0

lim f(z) = f(x0) = f(lim z).

T—xo T—T0

13



Demonstratie.
a)= () Pentru a arita cd existd lim f(z) si lim f(z) = f(xo) este su-
xr—x0 T—TQ
ficient s& aratdm ca pentru orice sir (z,)neny € D N\ {xo} cu proprietatea
ca
lim z,, = x,

n—oo

aveln

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

Acest fapt decurge din caracterizarea continuitatii lui f in xy cu ajutorul
sirurilor.
B)= ) Faptul ca pentru orice € > 0 existd 6. > 0 astfel incat

1f(x) = f(zo)l| <&

pentru orice © € D cu ||z — x¢|| < d. este imediat din ipoteza.
Acest lucru arata ca f este continud in xg. [

14



TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE CALCULULUI DIFERENTIAL

Definitie. Fie DCR,ce DND si f: D —R.
Daca exista (in R), limita

o @) = 1)

T—C Tr —C

se numeste derivata lui f in c si se noteazd f (c).

Daci f'(c) este finitd, spunem ci f este derivabild in c.

Daca f este derivabila in toate punctele unei multimi E C D, atunci
spunem ca [ este derivabila pe E.

Definitie. Fie D CR,ce D si f: D — R.
Punctul ¢ se numeste punct de maxim local (relativ) al functiei f daca
exista 0 > 0 astfel incat

fle) = f(x),

pentru orice x € DN (¢ —d,c+ ).
Punctul ¢ se numeste punct de minim local (relativ) al functiei f daca
exista 0 > 0 astfel incat

fle) < flz),

pentru orice x € DN (¢ —d,c+ 0).
Punctele de mazxim local gi cele de minim local se numesc puncte de extrem
local.

Teorema lui Fermat. Fie I C R un interval nedegenerat, ¢ un punct
din intertorul intervalului I si f : I — R cu urmatoarele proprietati:

i) ¢ este un punct de extrem local al functiei f;

it) f este derivabild in c.

Atunci

f(e)=0.
Demonstratie. Fara pierderea generalitatii, putem presupune ca c este un

punct de maxim local.
Prin urmare exista é > 0 astfel incat

fle) = f(z),

15



pentru orice z € (¢ — §,c+0) C I.

Asadar
@0 -0
T —c
pentru orice = € (¢,c+9) si
fla)= 1)
xr—c
pentru orice z € (¢ — 0, ¢).
In consecinta, avem
0< limM — f/ (c) = IimM <0,
e r—c¢ e r—c
deci )
f(e)=0.0
Observatii

1. Conditia ca ¢ sa fie un punct din interiorul intervalului I este
esentiala, aga cum arata urmatorul exemplu: f:[0,1] - R datd de f(z) =«
pentru orice z € [0, 1].

2. Functia f poate avea puncte de extrem in care sa nu fie derivabila, asa
cum aratd urmdtorul exemplu: f : R — R datd de f(x) = |z| pentru orice
r e R.

3. Este posibil ca f,(c) = 0 fara ca c sa fie punct de extrem local, asa
cum aratd urmatorul exemplu: f : R — R datd de f(x) = 23 pentru orice
x e R.

4. Interpretarea geometrica a Teoremei lur Fermat: intr-un punct de
extrem din interiorul intervalului I in care f este derivabila, tangenta la
graficul functiei este paralela cu axa Ox.
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Teorema lui Rolle. Fie a,b € R, a < b gi f : [a,0] — R avdind
urmatoarele proprietats:

i) f este continud pe |a,b|;

i) f este derivabila pe (a,b);

i) f(a) = f(b).

Atunci exista ¢ € (a,b) astfel incdt

!

f(e)=0.

Demonstratie. Printr-o eventuald inlocuire a lui f cu f — f(a), putem
presupune ca

fla) = f(b) =0.
De asemenea, putem presupune ci f nu este identic nuld (cici altfel
concluzia este imediatd) gi cd ia gi valori strict pozitive (printr-o eventuald

inlocuire a lui f cu —f).
Atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat

fe) = sup f(z).

z€[a,b]
Vom arata ca
c € (a,b).
Intr-adevir, dacg
c € {a,b},

atunci

0= fla) = f(b) = flc) = sup f(x) = f(z),

z€[a,b]

pentru orice = € [a, b], ceea ce contrazice faptul ca f ia si valori strict pozitive.

Deci
c ¢ {a,b}.
Teorema lui Fermat ne asigura ca

/

f(e)=0.0

Observatii
1. In general, punctul ¢ din concluzia Teoremei lui Rolle nu este unic,
aga cum ne arata cazul functiilor constante.
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2. Fie f: I — R, unde I este un interval nedegenerat al axei reale, o
functie derivabila. Atunci:

) Intre doud solutii consecutive ale ecuatiei f(x) =0 se afld cel putin o
solutie a ecuatiei f (x) = 0.

B) Intre doud solutii consecutive ale ecuatiei f'(x) =0 se afld cel mult o
solutie a ecuatiei f(x)=0.

3. Interpretarea geometrica a Teoremer lui Rolle: in ipotezele Teoremei
lui Rolle, exista cel putin un punct al graficului lui f in care tangenta la
graficul functiei f este orizontala.

Teorema lui Lagrange. Fie a,b € R, a < b gi f : [a,b] — R avind
urmatoarele proprietati:

i) [ este continua pe |a,b|;

i1) f este derivabila pe (a,b).

Atunci exista ¢ € (a,b) astfel incdt

Demonstratie. Sa consideram functia ¢ : [a,b] — R data de

pentru orice = € [a, b], care este diferenta dintre f gi functia care are ca grafic
segmentul de capete (a, f(a)) si (b, f(b)).
Prin aplicarea teoremei anterioare functiei ¢ se obtine concluzia. [

Interpretarea geometrica a Teoremei lui Lagrange

In ipotezele Teoremei lui Lagrange, existd cel putin un punct al graficului
lui f in care tangenta la grafic este paralela cu segmentul de capete (a, f(a))

si (b, (D).
Consecinte ale Teoremei lui Lagrange

In cadrul teoremet de mai sus, avem:
a) Daca

’

f () =0,

pentru orice x € (a,b), atunci f este constanta.
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B) Daca

£ (2)>0(f (z) >0),

pentru orice x € (a,b), atunci f este crescatoare (strict crescatoare).
v) Daca

!’

£ (x) <0 (f (z) <0),

pentru orice x € (a,b), atunci f este descrescatoare (strict descrescatoare).
Exemplu. Sa se arate ca
e">x+1,

pentru orice x € R.
Functia f : R — R data de

f(l'):@x—x_]_’

pentru orice z € R, are proprietatea ca

!

f(z)=¢e"—1,
pentru orice x € R, deci
f(x) =20,
pentru orice x > 0 si
f(z) <0,

pentru orice z < 0.
Prin urmare, f este descrescitoare pe (—oo, 0] si crescitoare pe [0, 00).
Agadar 0 este punct de minim global, i.e.

fx) = f(0) =0,
pentru orice x € R, deci e* > x + 1 pentru orice z € R.

Corolarul Teoremei lui Lagrange privind existenta derivatei unei
functii intr-un punct. Fie I un interval nedegenerat al axei reale, f : [ —
R st g € I astfel incat:

i) f este continud,

it) [ este derivabila pe I ~ {xo};

i) exista lim f ().

r—x0
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Atunci:
o) Ezistd f (xo).
B)

! !

f(zo) = lim f (z).

T—To

Demonstratie.
Este suficient sa ardtam ca

) = )

n— o0 mn — {130 T—T0
pentru orice sir (2, )nen C I N {xo} astfel incat

lim z,, = x.
Aplicand Teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul de capete xq si
Zn, exista ¢, intre zq si x, astfel incat

Ao = fan) _ g,

Cum
lim Cn = Ty,

n—oo

deducem ca

n—00 T—T0
i.e.
n—oo x‘n — xO T—T0

Exemplu. Sa se studieze derivabilitatea functiei f : R — R, data de

) 2z
f(x) = arcsin PR
pentru orice x € R.
e L we (—o0,—1)U(1,0)
, [ T@m TE —o0,—1)U (1,00
€Tr) =
f( ) { x22+17 T c (_1’ 1)

Este usor de vazut ca f este continua pe R.
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Deoarece 9

xlgglf (z) = ;plg{ll ECES -b
r<—1 r<—1
deducem ca
fo(=1)=—1.

Similar obtinem f;(—1) =1, f.(1) = 1si f;(1) = —1.
Asgadar f nu este derivabila in —1 si 1.
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TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE CALCULULUI INTEGRAL

Definitie. Se numeste partitie a intervalului inchis i marginit |a, b], din
R, un sistem de puncte

P = (33'0,1'1, ...,l'nfl,l'n)
din |a,b] astfel incat
a=20<T1<Ty<..<Tp1<T,=0"0,

unde n € N.

Cea mai mare dintre lungimile intervalelor [xo, x1], [T1, 22|, ..., [Tn-1, Tn]
se numegte norma partitiei P gi se noteaza cu ||P||.

Asadar

p| = S
1Pl = _max (=)

Definitie. Fie P = (xg,x1,...,x,) o0 partitie a intervalului [a,b] C R.
Un sistem de n puncte

5 - (517527 "'7571)7

cu proprietatea ca
& € [ric1, w),

pentru orice i € {1,2,...,n}, se numeste sistem de puncte intermediare aso-
ciat partitier P.

Definitie. Fie

P = ($0,$17---7$n—1,ﬂ7n)

o partitie a lui [a,b] C R,

S = (617 €2a e gn)

un sistem de puncte intermediare asociat partitiei P si o functie

f:la,b] — R.
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Numarul real

Zf(fi)(xz‘ — Ti1),

care va fi notat prin

O-P(fa 5)7

se numeste suma Riemann asociata functieir f, partitiei P si sistemului de
puncte intermediare §.

Definitie. O functie f : [a,b] — R se numeste integrabila Riemann daca
exista un numar real Iy cu proprietatea ca pentru orice € > 0 exista 6. > 0
astfel incat

|0-P(f7§) _If| <g,

pentru orice partitie P a intervalului |a,b] cu ||P|| < d. si orice & sistem de
puncte intermediare asociat partitier P.

Numdarul real I; (daca exista) este unic, se numeste integrala Riemann
sau integrala definita a functiei f pe intervalul [a,b] gi se noteaza

/b f(x)dz.

Teorema de caracterizare a integrabilitatii Riemann cu ajutorul
sirurilor de sume Riemann. Pentru orice functie f : [a,b] — R, urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

i) Functia f este integrabila Riemann.

ii) Ezista un numar real Iy cu proprietatea ca

lim op, (£,6") =1,

pentru orice gir de partitii (P,), ale intervalului [a,b], cu lim ||P,]| =0, gi
n—oo
pentru orice sisteme de puncte intermediare £ asociate partitiilor P,.

In acest caz, avem
b

If:/f(:c)d:c.

a
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Teorema. Daca functia f : [a,b] — R este integrabila Riemann, atunci
f este marginita.

Definitie. O submullime A a lui R se numegte neglijabila Lebesgue (sau
de masura Lebesgue nula) daca pentru orice € > 0 exista un sir (I,), oy de
intervale deschise §i marginite satisfacind urmatoarele doud proprietati:

i)

AC U I,;
neN
> UL <e.
n=1

Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann. Pentru orice
functie f:[a,b] — R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) [ este integrabila.

i) [ este marginita gi multimea punctelor in care f este discontinua este
neglijabila Lebesgue.

Corolar. Orice functie continud f : [a,b] — R este integrabila Riemann.

Corolar. Orice functie monotona f : [a,b] — R este integrabila Rie-
mann.

Formula Leibniz-Newton. Fie [ : [a,b] — R o functie care satisface
urmatoarele doua proprietati:

i) f este integrabild Riemann;

it) f admite primitive.

Atunci

/ f(x)dz = F(b) — F(a),

unde F' este o primitiva arbitrard o lui f.
Demonstratie. Fie (P,)nen un sir de partitii ale intervalului [a, b] cu pro-
prietatea ca
Tim |17, = 0.

unde

. n _n n n
P, = (zg, 27, ...,xp, 1,2, ).
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Avand in vedere Teorema lui Lagrange, deducem ca, pentru orice i €

{1,2,...,my}, exista
astfel Incat

i.e.
F(z}) — F(aiy) = f(§) (] — xiy).
Daca vom considera sistemul de puncte intermediare

fn = (5?7 537 ) fnmn—la 527)

asociat partitiei P, a intervalului [a, b], atunci

B or,(f,€") = F(b) — F(a),

pentru orice n € N.
Deoarece f este integrabila si

lim | P,| =0,

conform Teoremei anterioare,

b

ti o, (£,6") = [ fa)da,

a

de unde, conform cu (1), obtinem
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Observatie. Orice functie continua satisface conditiile i) si i1) din Teo-
rema Leitbniz-Newton.

Teorema de medie pentru integrala Riemann. Fie f : [a,0] — R
continud. Atunci existd c € [a,b] astfel incdt

[ f@xds = - a5

Teorema. Pentru orice [ : |a,b] — R continua, functia F : [a,b] — R,
data de

Fa) = [ 1),
pentru orice x € [a, b, este derivabild si
F=f

(i.e. F este o primitiva a lui f).
Demonstratie. Pentru ¢ € [a, b] arbitrar ales, vom arita ca exista

limF(x) — F(c)
sica . -
limM = f(c).

T—C Tr—cC

In acest scop, vom considera un gir arbitrar (u,),eny de elemente din
[a,b] ~ {c} astfel incat

lim u,, = c,
si vom dovedi ca
F(u,)—F
lim —(u ) (<) = f(c).
n—00 Up — C

Intr-adevar, conform Teoremei de medie pentru integrala Riemann, pen-
tru orice n € N, exista c,, intre ¢ si u,, cu proprietatea ca

Fu,) — F(c) = f(cn)(un — ),
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de unde

= f(c,). 1
=2 e (1)
Cum
lime, =c
(caci

len — ] < |u, — ¢,

pentru orice n € N si
lim u,, = ¢)

n—o0

si f este continud in ¢, prin trecere la limita in (1), dupa n — oo, deducem

F(un)=F(c) si ca valoarea sa este f(c). O

ca existd lim
Up—C

n—oo

Exercitiu. Sa se calculeze

JIn(1+t%)dt
lim 2 —3
z—0 sin” x

Teorema de schimbare de variabila. Fie ¢ : [a,b] — [o, 5] $i f :
[, 5] — R astfel incdt:

i) ¢ este de clasa Cy i.e. este derivabila, cu derivata continud;

i1) f este continua.

Atunci:

o(b) b
[ sttt = [ ow)s @y
¢(a) a
Demonstratie. Daca F este o primitiva a functiei f, atunci F' o ¢ este o
primitiva a functiei (f o ¢)¢ si Formula Leibniz-Newton ne indreptateste sa
scriem egalitatile

b

/J‘"(@S(fﬂ))cb'(-ﬂ?)dﬂj = (Fo9)(b) — (Fog)(a) = F(¢(b)) — F(¢(a))

a
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si

<

(b)
ft)dt = F(¢(b)) — F(é(a)),
é(a)
de unde deducem concluzia. J

Exemplu. Sa se calculeze

Avem

1

23 1 1 e—1
/xQe dx—g/etdt—get]é— 7
0

0

Teorema de integrare prin parti. Fie f,g : [a,b] — R doud functii
de clasa C'.

Atunci
b b
/f(w)g'(w)dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /f'(w)g(w)dw
Demonstratie. Deoarece
(f9) (x) = f'(2)g(x) + f(2)g (v),
avem , ,
[0 @iz = [( @) + f)g @)
de unde, utilizémad formula Leibrjiz-Newton, deducem ca
b b
F0)9(6) - F@)g() = [ @)y @do+ [ (e,

i.e. concluzia. [
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Exemplu. Sa se calculeze

T

/ e” sin xdzx.

0

Cu notatia
™

not .
I = /e“ sin zdzx,
0

avem _ _
I= /(e””)/ sinzdr = e sinx | —/e””(sinx)/dx =
0 0
= —/ex cos zdr = —/(ex)l cos xdr =
0 0
= —e"cosz || +/€x(COSl‘),d5L' =" +1— /ex sin zdx =
=e" +1-1,
de unde
e"+1
I = ,
2
ie. i
T4+1
/exsinxd:v _cr .
2
0
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SIRURI SI SERII DE FUNCTII

Definitie. Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C RP — RY, pentru orice
neN, g f:DyCDCRP— RY.
Spunem ca girul (fn)nen converge (simplu), pe Dy, catre f, si vom nota

fo = 1,

daca, pentru orice x € Dy, avem

lim f,(z) = f(x),

n—o0

i.e. pentru orice x € Dy si orice € > 0 exista n, . € N astfel incat

[fn(z) = f(2)] <&,

pentru orice n € N, n > ng ..

Exemplu. Se constata usor ca sirul de functii ( f,,)nen, unde f, : [0,1] —
R este descrisa de

falz) = 2",

pentru orice * € R si n € N, converge simplu citre functia f : [0,1] — R
descrisa de 0 0.1)
) x 6 9
o =17 s

Observatie. Suntem interesati in a studia in ce masura proprietatile
functiilor f, se tramnsmit la functia f. Asa cum arata exemplul de mai
sus (unde degi functiile f, sunt continue, functia limita nu are aceasta pro-
prietate), convergenta simpla nu este instrumentul adecvat acestui scop. O
analiza geometrica a exemplului de mai sus arata ca motivul discontinuitati
functiei limita in 1 este faptul ca, pe masurda ce n creste, graficul lui f, se
departeaza de graficul lui f in apropierea lui 1. Prin urmare avem nevoie de
0 noud notiune de convergenta pentru siruri de functii, convergenta care sa
oblige "graficul lui f, sa convearga catre graficul lui f".
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Definitie. Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C RP — RY, pentru orice
neN, s f:DyCDCRP— RY.
Spunem ca sirul (f,)nen converge uniform, pe Dy, catre f, i vom nota

fo = 1,

daca pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incdt

[fn(x) = f(2)] <&,

pentru orice n € N, n > n. st orice x € Dj.

. 7 A u A v v
Observatie. In cazul in care p = q = 1, f, — [ inseamna ca pentru
orice € > 0 emista n. € N astfel incdt

f(x) —e < falz) < f(2) +e¢,

pentru orice x € Dy g1 orice n € N, n > n., adica pentru orice € > 0 exista
n. € N astfel incdt graficul lui f, se afla intre Gy_. i Gy pentru orice
n € N, n > n., adica "graficul lui f, converge catre graficul lui f".

Observatie. Notiunea de convergenta uniforma pentru siruri de functi
este cea care permite transferul proprietatilor lui f, la f, in particular, per-
mite permutarea limitei cu derivata si cu integrala. De asemenea, ea ne
permite constructia unor obiecte matematice foarte "exotice”, ca de exemplu
functii din R in R care sunt continue, dar sunt nederivabile in orice punct
al lut R, curbe a caror imagine umple un patrat etc.

Propozitie. Un sir (fu)nen de functii marginite, f, : D C RP — RY,
converge uniform, pe Dy, catre f: D CRP — RY daca si numai daca

Tim sup||f, () — f(x)]| = 0.

zeD

Teorema de transport a continuitatii prin convergenta uniforma.
Fie (fo)nens fn 2 D € RP — R, un gir de functii continue care converge
uniform catre f: D — RY. Atunci f este continud.

Demonstratie. Deoarece sirul de functii (f,,)nen, converge uniform citre
f, pentru orice ¢ > 0 exista n. € N astfel ca pentru orice n € N, n > n, si
orice x € D sa avem .

) = )l < 5
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Pentru a arata ca f este continua intr-un punct arbitrar a € D, sa ob-
servam ca

1f () = F@)l < [[f () = fac (@) + [ fne () = frc (@) + 1 fn.(a) = fl@)]] <

€ €
< St @) = Frola)l + 5.
Deoarece f,,_ este continua in a, exista ., > 0, astfel incat daca = € D
si ||z — al| < 6.4, atunci
€

e @) = )l < 5

Ca atare, dacd x € D si ||z — al| < .4, avem

9 € 9
7@ - F@l < S+5+5=¢

ceea ce stabileste continuitatea lui f in a.

Teorema de permutare a limitei cu derivata. Fie (f,)nen un gir de
functii, unde f,, : I — R, cu urmatoarele proprietati:

i) I este un interval nedegenerat si marginit din R;

ii) exista xo € I astfel incat girul (f.(xo))nen este convergent;

iii) f, este derivabila pentru orice n € N;

) sirul (f,)nen converge uniform catre o functie g : I — R.

Atunci:

«) Exista o functie derivabila f : I — R astfel incdt sirul (f,)nen converge
uniform catre f;

5)f =g, ie S

(lim f,(z)) = lim f,(x).

Demonstratie. Vom folosi urmatoarele notatii:
- I(I) reprezintd lungimea intervalului /

1f]l = Sl}éllﬂf(w)l-

a) Pentru z € I, m,n € N, conform Teoremei lui Lagrange aplicatd
functiei f,, — f, pe intervalul de capete x si ¢, exista y intre x si o astfel
incat

! /

fin(@) = ful) = fm(20) = ful@0) + (2 = 20)(fr(y) — [o(¥))-
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Ca atare

!

[ Fon = Fall < 1fnl@o) = falwo)| + D) ||, = 1o

Y

de unde, folosind Criteriul lui Cauchy pentru convergenta uniforma si faptul
cd (fn(xo))nen este convergent, deducem ca sirul (f,)n,en converge uniform
catre o functie f : I — R.

p) Fie c € I.

Vom arata ca f este derivabila in ¢ gi ca

f(e)=9(o).

Pentru x € [ arbitrar ales, conform Teoremei lui Lagrange aplicata
functiei f,, — f. pe intervalul de capete z si ¢, exista z intre = si ¢ astfel
incat

!

(@) = fu(@) = fn(€) = fale) + (x = ) (fr(2) = ful2))-
In consecintd avem

fim(x) = fn(c) _ fu(@) = fulc)

r—=cC r—cC

Y (1)

< |-

pentru orice z € I \ {c}.
Fie € > 0 arbitrar, dar fixat.
Deoarece sirul (f,)nen converge uniform, existd n. € N astfel incat

pentru orice m,n € N, m,n > n., deci, trecand la limitd, in (1), dupd m
tinzand la co, obtinem

I !

Jm = 1

<&,

f@) = 110)  fula) = 50)| _ o)
r—c r—c
pentru orice n € N, n > n..
Deoarece
Jim £, (c) = gle)
exista m. € N astfel incat
fale) = g(c)] <e, (3)
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pentru orice n € N, n > m..
Deoarece fi_, unde k. = max{n., m.}, este derivabild in ¢, exista § (de-
pinzand de k., deci de ¢) astfel incat

Jr.(2) = fr.(c)

Tr—cC

— fo(©)

<e, (4)

pentru orice = cu proprietatea c¢a 0 < |z — ¢| < 4.
Prin urmare

]
- f(:cfz - i”(c) B fks(:csz - fka(c) N fka(l;z - fks(c) _ fi;s(c) +‘f/;s(c) —g(e)| < 3¢,

pentru orice x cu proprietatea cd 0 < |r —¢| < 0, ceea ce aratd ca f este
derivabild in ¢ si cd f'(c) = g(c). O

Teorema de permutare a limitei cu integrala. Fie f, f,, : [a,b] — R,
unde n € N, astfel incdt urmatoarele proprietati sunt satisfacute:

i) fn este integrabila Riemann pentru orice n € N;

ii1) girul de functii (f,)nen converge uniform catre functia f.

Atunci:

a) f este integrabila Riemann;

B)
b b b
/f:/limfn: lim/fn.
Demonstratie.

) Deoarece f, — f existd ny € N astfel incat

sup [ fno () = f(2)] <1,

z€[a,b]

de unde

[f(@)| < 1f(2) = fao(2)] + [fro(2)] <
< sup | fuo(2) = f(2)[ + sup [fn,(2)] <

x€[a,b] z€[a,b]

<1+ sup |fuo(2)],
z€a,b]
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pentru orice = € [a, b], ceea ce, avand in vedere marginirea functiei f,,, (care
decurge din integrabilitatea ei) ne asigurd marginirea lui f.
Conform Criteriului lui Lebesgue, multimea

D,, = {x € [a,b] | f, nu este continua in =}

este neglijabila Lebesgue pentru orice n € N, deci U D, este neglijabila
neN

Lebesgue.
Cum

D ={z € [a,b] | f nu este continua in x} C UND"’
ne

deducem ca D este neglijabila Lebesgue.

Prin urmare, conform Criteriului lui Lebesgue, concluzionam ca f este
integrabila. [

B) Avem

/f /fn /Ifn F1< (b - a) sup |fulz) — F@)],

z€a,b]

pentru orice n € N.
u
Deoarece f,, — f avem

lim sup |f, () — f(x)] =0,

N0z a,b]

deci, avand in vedere Lema clestelui, concluzionam ca
lim fn f O
n—oo

Exemplu. Sa arate ca exista gi sa se calculeze

1
ne® + xe=*

lim [ (1 + 2%)—————dux.
n— o0 n-+ax
0
Sirul de functii (f,,)nen, unde
fn:[0,1] = R
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este data de
ne® + xe™*

fule) = (14 4?)

pentru orice n € N gi orice x € [0, 1], converge simplu citre functia

n-+x

f:0,1] =R
data de
F(@) = (1 +a%)e,
pentru orice x € [0, 1].
Deoarece
r 1—e?*®

r+n e+

|[fa(@) = f(2)] = (1 +27)

<

Y

S|

pentru orice n € N gi orice z € [0, 1], deducem ca

sup |fo(@) — ()] < 2

y
z€[0,1] n

pentru orice n € N, deci

lim sup |f.(x) — f(z)| =0,

n—0ze0,1]
ie.
f?’l i} f'
Prin urmare, folosind Teorema de permutare a limitei cu integrala, de-
ducem ca
1 1
lim [ (1+ xz)Md:r = lim [ f.(z)dz =

n— o0 n+x n—oo

0 0

= ]f(gj)d;c = ](1 + 2%)e"dx.

Avand in vedere formula de integrare prin parti, avem

1 1 1

/(1 + 2%)e"dr = /(1 + 22 (&) dr = (1 + 2%)e” |} —/(1 + 2%) edr =

0 0 0
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1 1

=2e—1-— Q/I(ex)ld:c =2e—1—2[ze" |} —/x/ezdx] =
0 0
1

:—1+2/ezd:z::—1+261 o= 2¢e — 3.
0
Agadar

lim [ (14222 gp —2e 3.
n—00 n—+ax
0

Definitie. Fie DCR, f,,f: D —R, S, = fi+ ...+ fa, unde n € N.
Spunem ca:

i) seria de functii Y f, converge catre f dacd sirul de functii (S, )nen
converge catre f;

it) seria de functii > f, converge uniform catre f daca girul de functii

n
(Sp)nen converge uniform catre f;

iii) seria de functii »_ f, converge absolut daca seria Y |f.(z)| este con-
n n
vergenta pentru orice x € D.

Folosind rezultatele privind transportul de proprietati pentru sirurile de
functii se pot deduce rezultate similare pentru serii de functii.

Teorema. Fie D CR, f,,f: D — R, n €N, astfel incat:
i) fn este continua pentru orice n € N;
it) seria de functii > f, converge uniform catre f.

n
Atunci f este continud.

Teorema. Fie a,b € R, a <b, f,, f:[a,b] = R, n €N, astfel incit:
i) fn este integrabild pentru orice n € N;

i) seria de functii > f, converge uniform catre f.
n
Atunci:

a) f este integrabila;

9 1= 150 =51
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Teorema. Fie a,b e R, a <b, f,:]a,b] >R, n €N gi xyg € [a,b] astfel
incat:
i) seria Y fn(zo) este convergenta;

’
ii) seria de functii > f, converge uniform.

n
Atunci exista f : [a,b] — R avdnd urmatoarele doud proprietati:
a) seria de functii > f, converge uniform catre f.

) (Sh) = f = ;f;.

Criteriul lui Weierstrass privind seriile de functii. Fie D C R,
fo: D — R, n €N, astfel incat exista un gir de numere reale (M,)nen avind
urmatoarele doua proprietati:

i)

| fu(2)] < M,

pentru orice x € D si orice n € N;
it) seria > M, este convergenta.

Atunci seria de functii > f, converge absolut si uniform.

Exemplu. Sa se arate ca seria

n

x
n2
n
converge uniform pe [—1,1].
Deoarece
" < 1
n2| — n?’

pentru orice n € N si orice x € [—1, 1] si seria

1
2a

n

i} . . . . . . n
este convergentd, conform Criteriului lui Weierstrass, seria ) %3 converge
n

uniform pe [—1,1].
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Exercitii propuse
1. Si se arate cd girul (1 + 55 + ... + -3)nen este convergent.

2 1
2. Sa se afle suma seriei L
ns1 n2(n + 1)

3. S4 se studieze natura seriei ) ~ f
n>1

4. S4 se studieze natura seriei ) n2_\/fa
n>1
v . o . 2
5. Si se studieze natura seriei Y (a™=3)", a > 0.
n>1
}% . . . n
6. S4 se studieze natura seriei ) %, a >0, p € R.
n>1
2 !
7. Sa se studieze natura seriei Z o (Z?)

sinn cos ’I’L2

8. Sa se studieze natura seriei Z

vn
n>1
9. S4 se studieze natura seriei y_ (—1)" 11l :
n>1
10. Sa se arate cd nu exista lim sinz si hmf( ), unde f: R — R este
rT—00
reQ
data de f(x) = L, .
@ =1y reg
11. Sa se calculeze:
D lim 3=
i) i
.o r—1 .
iii) xEmoo—m,
) i1_>0 1:1: scl?lsa:x’
2
v) Jim (SHEH
Vl) llm 1—coswco;22m,..cosnx, unde ne N

z—0

12. Sa se studieze continuitatea in 0 a urmatoarelor functii f : R — R:
i) f(z) = [x] pentru orice z € R;

. el 2 £0
i) f@={ 2 170
z, <0
i) f@) = { 5 05,
13. Sa se afle constantele a,b € R astfel incat functia f : R — R data de
atz—1
flz)={ 2:17x—|— b: i ; 8 sd fie continud.
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14. Fie f,g : R — R doua functii continue, h : R — R data de
flz), T€Q
h(x) =
@) = 14@), +¢0Q
sunt echivalente:
i) h este continud in zo;
i) f(zo) = g(wo).
15. Fie f : R — R astfel incat |f(z) — x| < 2 pentru orice z € R. S& se
demonstreze ca f este continua in 0.
16. Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii f : R — R:
2z, x <0

) f@)={ 2 T30
i) f(2) = {

si g € R. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii

sinz, x<
—cosx, T 2>

ENEFNE]

sinz, x<0

i) f@) =1 p b, w50

17. Si se calculeze derivata functiei f : (—1,00) — R, data de f(z) =
(1 4 x)°°* pentru orice x € (—1,00).

18. Fie a,b > 0. Atunci a” + b* > 2 pentru orice z € R daca si numai
daca b = %

19. Sa se determine numarul si pozitionarea radacinilor ecuatiei:

i) a® =122 +1=0;

ii) 22 = 2Inx + 10;

iii) 32° — 252% + 60x + m = 0, unde m € R.

20. Sa se determine punctele de extrem ale functiei f : R — R, data de:

i) f(x) = ﬁ pentru orice x € R;

ii) f(z) = "3 pentru orice z € R.

21. 5S4 se demonstreze cd arcsin x +arccosx = 7 pentru orice z € [—1,1].

unde a si b sunt parametri reali.

S In(1+t2)dt
22. Sa se calculeze lin%) L .
xr—

sin® x

23. Sa se calculeze:

: cos T .
1) 24sinx d!L‘,

O ~— 3

~ = dw;
Ve =Ly,

1
i) [
0
xr2—
x

iii) jf
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iv) [Inzdz;
1

v) [ze *du;
%

vi) [arctgrdz;
0

vii) [x - arctgrd;

VN O——

viil) [z sinzde.

24. %é se studieze convergenta simpla si uniforma pentru sirul de functii
(fn)nen, in urméatoarele situatii:

i) fu 1 [0,00) — R este data de f,(r) = .. pentru orice n € N si
x € [0, 00);

i) fu : [a,0] — Reste data de f,,(v) = ;T pentruorice n € Nsiz € [a,b],
unde 0 < a < b.

25. Sa se studieze convergenta simpla si uniforma pentru sirul de functii

(fn)nen, in urméatoarele situatii:

i) fn:[-1,1] - Rsi
x

- 14+ n2x2’

pentru orice n € N si x € [—1,1].
ii) fn,:]0,1] — Rsi
fo(z) =2™(1 —2"),

pentru orice n € N si x € [—1,1].
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Il.  ALGEBRA

Subspatii vectoriale. Operatii cu subspatii vectoriale.

Baza si dimensiunea unui spatiu vectorial. Teorema Grassmann.
Vectori si valori proprii. Diagonalizare.

Subgrupuri. Teorema Cayley. Teorema Lagrange pentru grupuri.

uE wWwN =

Ideale intr-un inel, Teoreme de izomorfism pentru inele.
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3.]A.L. Manea, Slectii de Algebra, Edit. Univ. Transilvania Brasov, 2013.
4.] 1. Purdea, C.Pelea, Probleme de Algebrd, Edit. Eikon, 2008
5.] E. Stoica, M.A.P. Purcaru, N. Brinzei, Linear Algebra, Analityc Geometry, Differential Geometry,
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1 Subspatii vectoriale. Operatii cu subspatii vectori-
ale

Se considera: V o multime ale carei elemente se numesc vectori, (notate cu z,y, z, ...),
(K,+,.) un corp comutativ cu elementele notate «, 3,7, ..., numite scalari (spre exemplu
K poate fi R sau C) si legile de comporzitie: adunarea vectorilor + : V. xV — V si
amplificarea cu scalari a vectorilor & : K x V — V.

Definitia 1.1. Tripletul (V,+,%) se numeste spatiu vectorial peste corpul K sau K -spatiu
vectorial (scris simplu V') daca (V,+) este grup abelian, iar % (fara a scrie explicit & in
operalii) satisface axiomele amplificarii cu scalari:

i) (a4 p)r =ax + Pz, Vo, € K giVr € V;

i) a(r +vy) = ax + ay, Va € K giVr,y € V;

iit) a(fx) = (af)x, Vo, € K siVx € V;

w)le=x, Ve €V, unde 1 € K.

Definitia 1.2. O multime nevida S C V' se numeste subspatiu vectorial al K -spatiului
vectorial V' (se noteaza S < V') dacd operatiile din V' restrictionte la S definesc pe S o
structura de spatiu vectorial.

Teorema 1.1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) S este subspatiu vectorial al lui V;

i)Vae,yeS c+yeSsiVacek, ar €85

i)V x,y €S, Va,peK, ar+ py € S.
Observatia 1.1. i) Daca S <V, atunci in particular este si subgrup in (V,+), deci contine
vectorul nul 0. Asadar, orice submultime a unui spatiu vectorial, care nu contine vectorul
nul, nu este subspatiu vectorial.
it) {0} si V' sunt subspatii in V'; {0} se numeste subspatiul nul al lui V. Orice subspatiu in
V., diferit de {0} si de V' se numeste subspatiu propriu.
Operatii cu subspatii vectoriale. Fie S;, Sy subspatii vectoriale in V' gi urmatoarele
submultimi ale lui V:

Sl N SQ, Sl U SQ, Sl + SQ = {l‘l + 29 | T € Sl, To € SQ}, SI\SQ, SQ\Sl.

Observatia 1.2. Diferentele S1\Sa st So\S1 nu sunt subspatit vectoriale in V deoarece
nu congin vectorul nul 0.

Propozitia 1.1. Intersectia S; NSy si suma S1 + So sunt subspatii in V.

Demonstratie. Verificam conditia i) din Teorema 1.1 pentru S; N Sy si Sy + Sa, respectiv.

Pentru S;NSy. Fie a, 8 € K si x,y € Vi N V5, arbitrar alese. Deoarece S7 si Sy sunt
subspatii in V', conform Teoremei 1.1, i) rezulta ca ax + Py € S; si ax + fy € Sy. Deci,
axr + By € S1NS,.




Pentru S; + 5s. Fie o, 8 € K si x,y € S; + 9,, arbitrar alese. Din definitia sumei S; + S5,
exista x1,y; € Sy si xa,ys € Sy astfel Incdt x = x1 + x9 $i y = y1 + y2. Atunci,

axr + By = a(z1 + x2) + By + y2) = axy + axs + Byi + Py = (axy + Byr) + (wg + Bys),
acesta fiind vector din S; + Sy deoarece ary + Sy € Sy si axs + Bys € So. O]

Observatia 1.3. Scrierea vectorului v = vy + vy € S1+ 5o, cu vy € Sy st v9 € Sy nu este
unicd in general. Intr-adevdr, dacd Sy NSy # {0} atunci existd u € Sy N Sy, u # 0, astfel
incat

v=1v1 +vy = (v +u)+ (vg —u) =w; + we,

unde wy =vi4+u € Sy $1 wy = vy —u € Sy. Asadar, descompunerea v = v, + vy este unica
dacd si numai dacd S; NSy = {0}.

Definitia 1.3. Subspatiul suma S + Sy se numeste subspatiul suma directa, i se noteazd
Sl D SQ, daca Sl N SQ = {O}

Observatia 1.4. Notiunile de suma si suma directa pot fi extinse la un numar finit de
subspatii vectoriale.

Fie M C V o submultime oarecare a lui V, M # &.
Definitia 1.4. Un vector v € V' de forma

v = )\11)1 —+ )\2?)2 + ...+ )\n?}n, W U1, V2, ..,V € M, V)\l, )\2, ey )\n e K
se numeste combinatie liniara finita de elementele din M.

Propozitia 1.2. Multimea tuturor combinatiilor liniare finite de elemente din M impreuna
cu adunarea $i amplificarea lor cu scalari este un subspatiu in V', numit subspatiul generat
de M, notat cu [M] .

Observatia 1.5. Elementele lui M se numesc generatorii subspatiului [M].

Definitia 1.5. Fie M C V o submultime nevida a lut V. M se numeste sistem de genera-
tori al K-spatiului vectorial V' dacd subspatiul generat de M coincide cu 'V, adica [M] = V.
Daca M este multime finita, atunci V' este finit generat.

Observatia 1.6. Reuniunea a doua subspatii nu este in general, un subspatiu.
Spre exemplu, fie subspatiile vectoriale in R-spatiul vectorial R?:
Si={(r,y) eR* [z =0} si S ={(z,y) eR*|y=0},

Observam ca (0,1) € Sy, (1,0) € Sy gi mai mult, ambii vectori sunt in S; U Sy. Daca
S1 U Sy ar fi subspatiu vectorial, atunci suma (0,1) + (1,0) = (1, 1) ar trebui sa apartina
reuniunii, deci sa fie element 1n S; sau Sy, adica sa aiba fie prima componenta, fie a doua,
nula, ceea ce nu este adevarat. Deci S; U S5 nu este subspatiu vectorial.

Propozitia 1.3. Fie Sy, Sy subspatii vectoriale in V. Subspatiul suma Sy + Sy coincide cu
subspatiul generat de Sy U Sy, adicd [S; U Sy| = S1 + Ss.
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2 Baza si dimensiune. Teorema Grassmann

Fie V un K-spatiu vectorial.

Definitia 2.1. Fie M = {vy,vs,....,v,} CV o multime (un sistem) de vectori din V. M
se numeste liniar independentd daca oricare ar fi combinatia liniard a,vy + Vs + .. + apvy,
o, € K, i1=1,2,...,p, eqgalitatea

vy + vy + ..+ apu, =0 (2.1)
are loc daca si numai daca o = g = ... = o, = 0.

Observatia 2.1. In caz contrar, M se numeste liniar dependentd. Adicd, in ecuatia (2.1),
exista cel putin un oy # 0, ceea ce permite explicitarea lui vy, adicd exprimarea lui vy printr-
o combinatie liniard de ceilalli vectori din sistem. Asadar, un sistem de vectori este liniar
dependent daca st numai daca unul din vectori este o combinatie liniara a celorlalti.

Observatia 2.2. i) Multimea {0} este liniar dependenta. Vectorul nul O nu face parte din
niciun sistem de vectori liniar independent. Mai exact, orice sistem de vectori care contine
0 este liniar dependent.

it) Daca v € V, v # 0, atunci {v} este liniar independenta.

iti) O multime infinitd de vectori din' V' este liniar independenta daca orice parte finita din
ea este liniar independentd.

i) Daca My C My si My este liniar dependentd atunci My este liniar dependentd;

v) Daca My C My si My este liniar independenta atunci M, este liniar independenta.

Definitia 2.2. Fie V' un spatiu vectorial. Un sistem de vectori B C V' se numeste bazd a
spatiului vectorial V' daca:
i) B este liniar independent;

i) [B] = V.

Observatia 2.3. i) In Definitia 2.2, conditia ii) atestd cd orice vector x € V este o
combinatie liniara de elemente ale lui B. Mai exact, dacd B = {e1, e, ....,e,} existd scalarii
x1,...,x, € K astfel incat

n
T =T + Taly + ..+ xpEH = E Ti€;. (2.2)
i=1
Relatia (2.2) se numeste scrierea vectorului x in baza B = {ey, ey, ....,e,}, tar scalarii
X1, T2, ..., T, S€ nUMeESC componentele vectorului x in baza B = {e1, eq,....,en}.

Propozitia 2.1. Componentele unui vector intr-o baza sunt unice.

Propozitia 2.2. Fie V' un spatiu vectorial finit generat. Dacd B = {ej,es,...,en} si
B = {e},é,,...,el} sunt baze in V, atunci n = m.



Definitia 2.3. Numdrul de vectori ai unei baze intr-un spatiu vectorial V se numeste
dimensiunea spatiului, notatd dim V. Dimensiunea spatiului vectorial nul {0} este 0, (in
{0} nu exista baza).

Observatia 2.4. Daca V' este generat de un sistem infinit de vectori atunci dimV = oo.

Schimbarea bazei. Fie K-spatiul vectorial V' cu dimV = n. Fie B = {ej, eq,....,e,} si
B = {e},é,,....,e. } baze in V. Atunci, fiecare vector z € V' se scrie in mod unic in raport

cu fiecare din cele doua baze
n n
T = E Tie; = E Tie.. (2.3)
i=1 i=1

Pe de alta parte, fiecare vector din B’ se poate scrie in mod unic, ca o combinatie liniara
de vectori ai bazei B,

n
/
€ = sije1 + S92 + ... + Spjen = g Sij€, (2.4)
i=1

pentru fiecare j = 1,2,...,n. Rezulta matricea inversabila S = (s;;); ,—15 ale carei coloane

sunt componentele vectorilor din B’ in raport cu B, numita matricea schimbarii de bazd in
V', (matricea de trecere de la baza B la baza B'). Inlocuind (2.4) in (2.3) rezulta,

n n n n
o AN / o
x = E rie; = E (E SiT))e; = E ;€.
j=1 i=1

i=1 j=1
Deoarece scrierea intr-o baza este unica, rezulta

n

Ti=Y syrh, i=12..n (2.5)

J=1

Dar, avem nevoie de scrierea inversa, x; exprimati In functie de x;. Daca notam cu X, res-
pectiv cu X’ coloanele componentelor vectorului z in B, respectiv B/, (X, X' € M,«1(K)),
atunci sistemul (2.5) se scrie matricial X = SX’, sau prin inversare X’ = S7! X deoarece

det S # 0.

Teorema Grassmann. Fie V un K-spatiu vectorial. Mentionam urmatoarea proprietate,
necesara pentru a demonstra teorema Grassmann.

Propozitia 2.3. Daca V este finit generat, atunci orice sistem de vectori liniar indepen-
denti din V' poate fi completat pana la o baza in V.

Teorema 2.1. [Grassmann] Dacd Sy si Se sunt doud subspatii finit generate in V, atunci



Demonstratie. Fie dimS; = s ¢i dimSy = p, s,p € N*. Fie {f1, fo,...., fr}, r € N*, o
baza in S; NSy C S;. Conform Propozitiei 2.3, sistemul de vectori liniar independenti
{f1, f2, .-, [r} se poate completa la o baza By = {f1, f2, ..., fr, €441, -.-€5} In Si. Analog, se
obtine baza By = { f1, f2, ... frs Gr+1, ---gp } Dentru Ss.

Se demonstreaza ca B = {f1, fa, ..., fry €rs1, ---€s, Gri1, -..gs } €ste 0 baza pentru Sy + Sa:

Liniar independenta lui B. Fie combinatia liniara nula de vectori din B

Z%‘f@ Z Bie; + Z Yigr =0 <= Z%fz Z Biej = Z Vegr = v, (2.6)
=1

Jj=r+1 k=r+1 Jj=r+1 k=r+1

J/

65'1 652

cuag, Bj, e K,i=1,...,r;j=r+1,..s; k =r+1,...,p. Deoarece v € Sy si v € S,
rezulta ca v € S; N S,. Deci, conform Propozitiei 2.1 exista In mod unic scalarii §; € K,
i=1,..,r astfel incdt v = >"|_, 0, f; care, Impreuna cu (2.6) conduce la

D r
= - Z 'ngk;zzaifi = Z 7k9k+z5fz—0

k=r+1 =1 k=r+1
<~ ’}/7-+]_ - ...f}/r+p — 51 — ... = 57» — 0,

Atunci,

Zazfz + Z piei =0

i=r+1

si pentru ca B; este baza in Sy, rezulta

ﬂr‘+1 = ﬁs = = ... = Q :O’

deci B ={f1, fo, s, frs€rs1,.--€s, Grs1,...gs } este liniar independenta.

Sistem de generatori. Deoarece B = By U By, [B1] = S si [Bs] = S rezulta ca

[B] == [Bl U 82] == [Sl U SQ] - Sl + SQ,

conform Propozitiei 1.3. Deci B un sistem de generatori pentru S; + Ss, adica o baza
pentru Sy + Ss. Asadar, dim(S; 4+ Ss) = s+ p —r = dim S; + dim S — dim(S; N.Sz). O

Observatia 2.5. Daca Sy NSy = {0}, adica r = dim Sy NSy = 0, atunci suma Sy + Sy
este directa. Un rationament analog celui din demonstratia de mai sus cu r = 0 conduce
la dim S; + dim Sy = dim(.S7 & Sy).



3 Vectori si valori proprii. Diagonalizare

Matricea unui transformari liniare. Fie V un K-spatiu vectorial i T": V — V o
transformare liniara, (i.e., T'(ax + fy) = o1 (z) + T (y), Y,y € V, Yo, B € K). Fie
B ={e1,es,..,e,} 0 bazd In V. Atunci, fiecare vector z € V' se scrie in mod unic in B sub
forma x =Y | x;e;. Din liniaritatea lui T' se obtine ca T'(z) = >\, x;T(e;) si deci T este
bine determinata daca se cunosc vectorii

n
T(@j) = 1€ + A2;€9 + ...+ Apj€n = E Q€4 j = 1, 2, oy N
i=1

Se obtine astfel o matrice A = (aij)ivjzlv—n in care coloana j este data de componentele lui
T(e;), j =1,2,...,n, In baza B, numita matricea lui 7" in baza B.

Fie X matricea coloana a componentelor vectorului z in B, (X € M,,«1(K)). Atunci
transformarea liniara T este exprimata prin matricea coloana T'(X) =Y € M,,«1(K), care
verifica ecuatia matriceala

Y = AX.

Observatia 3.1. i) Considerind B’ o alta bazd in 'V, atunci Y' = T(X') = A'X’, unde A’
matricea lui T in baza B'. Deoarece X = SX' si analogY = SY', unde S este matricea de
trecere de la B la B', (B 5, B'), inlocuite in Y = AX conduc la relatia dintre A si A’,

A = S7LAS. (3.7)

it)  Oricarei transformari liniare T : V. — Vi se poate asocia o matrice pdtratica
A € M, (K) intr-o anumitd bazd a lui V' i reciproc oricarei matrice patratice A € M, (K)
1 se poate asocia o transformare liniara pe un K-spatiu vectorial finit generat.

Vectori si valori proprii. Fie V' un K-spatiu vectorial i T : V' — V o transformare
liniara.
Definitia 3.1. Un vector x € V, x # 0, se numeste vector propriu pentru T dacd exista

scalarul X € K astfel incat

T(x) = Az. (3.8)
Scalarul A se numeste valoare proprie corespunzdatoare vectorului propriu .
Observatia 3.2. i) Se observa ca vectorul nul 0 verifica (3.8) din Definitia 3.1, pentru
orice scalar \ € K.

it) Pentru o valoare proprie \ se poate vorbi nu numai de un vector propriu x corespunzdator
lui A\, ci de o multime care contine vectori proprii pentru T', (notatd Sy) si anume

Sy={z eV |T(z)= A},

numita subspatiu propriu. Subliniem faptul ca 0 € S).
iti) Sy este subspativ in 'V i este invariant in raport cu T, adicd pentru orice x € S,
T(LC) € S,\.



Propozitia 3.1. Fie T : V — V o transformare liniara. Sunt adevdrate urmdatoarele
afirmatii:

i) Unui vector propriu pentru T i corespunde o unica valoare proprie.

it) Vectorii proprii pentru T, corespunzatori valorilor proprii distincte sunt liniar
independenti.

iii) Subspatiile proprii corespunzdatoare valorilor proprii distincte au in comun doar
vectorul nul.

Demonstratie. i) Presupunem ca vectorului propriu z € V, x # 0, i corespund doua valori
proprii A, Ay € K. Atunci, T'(z) = M si T(x) = Aoz, ceea ce implica (A — Ay)x = 0.
Deoarece x # 0, rezulta ca A\; = \s.

i1) Demonstram doar pentru doi vectori proprii x si y pentru T'. Fie A\; si Ay doua valori
proprii distincte ce corespund respectiv, vectorilor proprii x si y, (x € Sy, y € Sx,, © # 0,
y #0).

Studiem liniar independenta vectori proprii z si y. Fie o, 8 € K astfel incat ax+py = 0.
Atunci, o' (z) + BT (y) = T(ax + By) = T(0) = 0, ceea ce implica a iz + Sy = 0.
Obtinem urmatorul sistem liniar omogen ale carui necunoscute sunt vectorii = si vy,

ax + By =0
{a)\lx+ﬁx\2y = 0 (3.9)

Deoarece = # 0 si y # 0, determinantul matricei asociate sistemului (3.9) trebuie sa fie
a p
ali By
A1 # Ao rezulta aff = 0, adica o = 0 sau § = 0. Daca a = 0, atunci din prima ecuatie a
sistemului (3.9) rezulta Sy = 0. Deoarece y # 0, rezulta 5 = 0. Analog, daca § = 0 rezulta
a = 0. Asadar, vectorii  si y sunt liniar independent;.
ii1) Fie subspatiile proprii Sy, si S),, cu Ay, Ay € K, A\; # Ay si € Sy, N S),. Atunci,
T(z) = Mz si T(z) = Aoz ceea ce conduce la (A — \y)z = 0. Deoarece Ay # g, rezulta
xz =0. O]

nul (scalarul nul 0), adica = 0, ceea ce conduce la af(A; — Ag) = 0. Deoarece

Fie B = {ey,...,e,} 0 baza a K - spatiului vectorial V, (dimV = n), si A matricea lui
T in baza B. Scriind matriceal conditia T'(x) = Az rezulta, AX = AX. Se obtine sistemul
liniar omogen

(A—\)X = O,

(unde O este notatie pentru matrice coloana nuld, O,x1) care are o infinitate de solutii
nenule deoarece X # O. Atunci, trebuie ca

det(A — \I,,) = 0.

Observatia 3.3. i) p(A\) = det(A — AI,,) este un polinom de grad n in A\ numit polinom
caracteristic al matricei A, dar ecuatia p(A) = 0, (sau det(A — Al,,) = 0), se numeste
ecuatia caracteristica a matricei A.



it) Printre cele n radacini ale ecuatiei p(A\) = 0 se gasesc si valorile proprii ale lui T.
Asadar, T are cel mult n valori proprii (distincte sau multiple). Daca K = C atunci are
exact n valori proprii, dar daca K = R atunci vor fi cel mult n.

i11) Rezolvand sistemul (A — X,,)X = O pentru aceste valori proprii, se obtin vectorii
proprii corespunzator: st implicit, subspatiile proprii.

iv) Vectorii gi subspatiile proprii ale lui T' sunt aceleasi, indiferent de baza aleasd in V.

Diagonalizare. Fie V un K-spatiu vectorial (dimV =n) si T : V — V o transformare
liniara.

Definitia 3.2. Transformarea liniara T se numeste diagonalizabila daca exista o baza in V
astfel incat matricea lui T in aceasta baza sa aiba forma diagonala, adica singurele elemente
nenule sa se afle pe diagonala principald.

Teorema 3.1. Transformarea liniara T este diagonalizabila daca si numai daca toate va-
lorile proprii ale lui T sunt din K si ordinulul de multiplicitate al fiecarei valori proprii A
(numita multiplicitate algebrica a lui X, notata my ), ca raddcing a ecuatiei caracteristice,
coincide cu dimensiunea spatiului Sy, (numitd multiplicitate geometricd a lui A, notatd
Px, Px = dim Sy). Baza in care T admite aceasta forma diagonald este reuniunea bazelor
subspatiilor proprii S).

Observatia 3.4. Faptul ca T este diagonalizabila este echivalent cu a spune ca matricea
A a lui T in raport cu baza canonica din 'V este diagonalizabild.

Algoritmul de diagonalizare

P1. Se fixeaza o baza B in K-spatiul vectorial V' (preferabil baza canonica a lui V') si se
calculeaza matricea A a lui T in raport cu B;

P2. Se determind valorile proprii A\;, j = 1,p, (i.e., riddcinile ecuatiei caracteristice
det(A — M) = 0) si se verifica dacd \; € K, Vj =1, p.

Daca da, atunci se trece la pasul P3. Daca nu, atunci 1" nu este diagonalizabil;
P3. Se stabilegte ordinul de multiplicitate m,, pentru fiecare valoare proprie \;, j = 1,p;

P4. Se determina:  subspatiile proprii Sy;, cate o baza BSM‘ pentru fiecare Sy, si
Py, = dinlS}\j7 j = 17p
Daca my, = p,,, pentru orice j = 1,p, se trece la pasul P5. Daca nu, atunci 7' nu
este diagonalizabil;

P5. Se scrie matricea diagonala A’ care are pe diagonala principala valorile proprii A;,
fiecare fiind scrisa de my; ori. Restul elementelor matricei A’ sunt zerouri. Se scrie
baza B' = U_ B, . A" este matricea lui T'in B'.

J



4 Subgrup. Teorema Cayley. Teorema Lagrange

Consideram cunoscute notiunile de relatie de echivalenta pe o multime, grup, morfism de
grupuri, nucleul unui morfism.
Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e gi H o submultime nevida a multimii G.

Definitia 4.1. Submultimea H se numeste subgrup al lui G daca legea - este lege de com-
pozitie pe H gi (H,-) este grup. Subgrupul H se numeste normal daca x-H = H -x, pentru
orice x € G, unde

v-H={x-h| heH}, H-z={h-x| heH}.

Notam cu H < G faptul ca H este subgrup al lui G. Daca H este subgrup normal,
scriem H < @G.

Propozitia 4.1. Fie H o submultime a grupului (G,-). Urmatoarele afirmatii sunt echi-
valente:
a) H este subgrup al grupului (G,-).
b)e€ H, (H,-) este parte stabild, adici (V)z,y € H,x-y€ H si V)xr € G, z7' € H.
c) H nevidd si (V)r,y € H, z-y~' € H.

Exemplul 4.1. a) Dacd (G,-) este grup, atunci {e}, G sunt subgrupuri, numite impro-
prii, ale lui G. Orice alt subgrup se numeste propriu. Subgrupurile improprii sunt in mod
evident normale.

b)  Daca grupul este abelian, atunci orice subgrup al sau este normal.

¢) In grupul permutdrilor (Ss, o), submultimea H = {e,(12)} este subgrup care nu
este normal. Intr-adevdr, pentru o = (123) € Ss, avem o o H = {(123),(13)}, Hoo =
{(123),(23)}, deci sunt diferite. Submultimea H' = {e, (123), (132)} este subgrup normal
al grupului (Ss, o).

Propozitia 4.2. In orice grup (G,-), multimea Z(G) ={z € G| z-y=y- -z, (V)y € G}
este subgrup normal al grupului G. Acest grup este numit centrul grupului G.

Demonstratie: Evident, elementul neutru al grupului este element in Z(G).

Oricare ar fi a,b € Z(G), stima-x =z -a,b-x=z-b, (V)r € G. Atunci

(a-b)-x=a-(b-x)=a-(z-b)=(a-z)-b=(x-a)-b=x-(a-b),decia-be Z(G) =
(Z(G),-) este parte stabila.

Fie a € Z(G), arbitrar ales. Stim a -2z = x -z pentru oricare z € G. Compunem
succesiv relatia anterioars cu a~!, la stanga si la dreapta si obtinem z -a~! = a7 ! -z,
pentru (V)z € G. Deci a! € Z(G).

Cele trei conditii din caracterizarea subgrupului (Propozitia 4.1b) ) fiind verificate,
rezultd Z(G) subgrup in G. Mai mult, grupul (Z(G), ) este abelian.

Avem si: (V)g € G, gZ(G) ={g-ala € Z(G)} ={a-gla € Z(G)} = Z(G)g, deci Z(Q)
este subgrup normal al grupului G. [
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Propozitia 4.3. Fie f : (G,+) — (G',+) un morfism de grupuri. Nucleul sau este subgrup
normal al domeniului de definitie, iar imaginea sa este subgrup (nu neapdrat normal) al
codomeniului.

Demonstratie: Notam cu 0, respectiv 1, elementele neutre din domeniu, respectiv
codomeniu. Verificam conditiile ¢) din Propozitia 4.1 pentru nucleul morfismului f,

Ker(f) ={z € G| f(x) = 1}. Deoarece f este morfism de grupuri, avem f(0) = 1,
de unde 0 € Ker(f), deci Ker(f) nevida.

Fie acum z,y € Ker(f), deci f(z) = f(y) = 1, si calculam

fle—y) = f(a)- f(=y) = f(z)- (f(y)" =1-1=1,de unde z — y € Ker(f). Am
obtinut Ker(f) <G.

Mai trebuie demonstrat y + Ker(f) = Ker(f) + y, pentru (V)y € G. Au loc echiva-
lentele: z € y+ Ker(f) & (F)z € Ker(f),z=y+z & f(z)=fly) & f(2) (fly) ' =1
& z—y € Ker(f) & (3)h € Ker(f),z = h+y € Ker(f) + vy, adica y + Ker(f) =
Ker(f) + vy, pentru (Y)y € G. Rezulta ca subgrupul Ker(f) este subgrup normal al
grupului (G, +).

Analog pentru Im(f), deoarece f(0) = 1 rezulta Im(f) nevida. Fie yi,yo € Im(f),
deci existd x1, 25 € G, f(x1) = y1, f(xs) = yp. Calculdm y; - (yo)~ ' = fz1) - f(—122) =
f(z1 — x2) € Im(f). Rezulta ca Im(f) este subgrup al grupului (G, -). ]

Teorema 4.1. [Cayley] Orice grup este izomorf cu un grup de permutari al sau. Mai
exact, dacd (G,-) este un grup si (S(G),o) grupul sdu de permutari, atunci G este izomorf
cu un subgrup al lui S(G).

Demonstratie:  Fie functia ¥ : G — S(G), V(z) =1, unde
vy : G — G, P.(9) = x-g. Se arata ca ¥ este corect definita, adica pentru orice
x € G, 1, este bijectie. Functia ¥ este morfism de grupuri:

V(x-y)(g) =Vuylg) = (x-y) - g=2-(y-9) = Vv 9) = Vulthy(9)) =
= (Y 01)(9), (Mgeq, (Vz,yed.

Mai mult, morfismul este injectiv deoarece nucleul sa contine un singur element:
Ker(V) ={zr € G| ¥(z)=1¢} ={r G| vlg)=9g,(V)geCG} =
={z €G] z-g=g,(V)geG}={1}.

Morfismul injectiv ¥ arata ca grupul (G, -) este izomorf cu (Im(¥, o), care este subgrup al
grupului de permutari (S(G), o). O

Fie (G,+) un grup si H un subgrup al sau. Definim relatiile de congruenta modulo H
la stanga, =, respectiv la dreapta =4, prin:

r,y€ G, x=5y(modH) < —x+y€ H,

r,y € G, x=4y(modH) < z—y € H.
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Propozitia 4.4. Cele doua relatii definite mai sus sunt relatii de echivalenta.

Demonstratie:  Vom arata ca relatia de congruenta modulo H la stanga este o relatie
de echivalenta, demonstratia fiind analoaga si pentru relatia de congruenta modulo H la
dreapta.

1. reflexivitatea: —z+2=0¢ H, (V)x € G = z =, z(modH), (V)z € G.

2. simetria: =5 y(modH) & —x+y€ H= —(—zv+y) e H=>—-y+rxec H=

=y =, v(modH).

3. tranzitivitatea: © =5 y(modH),y =5 z(modH) = -z +y,—y+ 2 € H =

= (—z+y)+(—y+2)=—x+2€ H= 1=, 2(modH). O

Clasa de echivalenta a elementului x € G 1n raport cu =, numita si clasa de echivalenta
la stanga a elementului x, este multimea

t={yeGlz=y(modH)} ={yeG|-z+yeH}={yeGlycr+H} =z +H,

iar In raport cu =, este multimea H 4+ x. Multimile cat (multimile claselor de echivalenta)
relativ la cele doua relatii de echivalenta sunt:

(G/H)s ={x+ H| z € G}, (G/H)g={H + x|z € G}.

Observatia 4.1. Daca H este subgrup normal al grupului G, atunci cele doud multimi cat
coincid, ca o consecinta directa a definitiei subgrupului normal.

Propozitia 4.5. Multimile cat (numite si factor) (G/H)s si (G/H )q sunt echipotente.

Definitia 4.2. Cardinalul multimii cit (G/H)s se numeste indicele subgrupului H in G i
se noteazd |G : H|.

( - L9 C Zyo este 3 deoarece multimea cat
(Z19/H)s are trei elemente: 0+ H=H =3+ H=0+H =9+ H,
1+ H={1,4,7,10} =4+ H=7+H =10+ H,

2+ H={25811Y=5+H=8+H=11+H.
Teorema 4.2. [Lagrange] Daca H este un subgrup al grupului G, atunci
G| = [H|-|G: HI.

Demonstratie: Fie H < G. Folosind faptul ca o relatie de echivalenta determina o
partitie a multimii pe care este definita, atunci conform Propozitiei 4.4, =, determina
partitia lui G in clasele din (G/H),, mai exact G este reuniunea disjuncta a elementelor
multimii factor (G/H),. Cum aceasta multime are |G : H| elemente, iar fiecare element
este o multime de forma x 4+ H, deci echipotenta cu H, obtinem rezultatul dorit. O

O consecinta imediata a teoremei lui Lagrange este:

Propozitia 4.6. Daca G este un grup finit, atunci ordinul oricarui subgrup al sau este
divizor al ordinului grupulus.
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5 Ideale intr-un inel. Teoreme de izomorfism pentru
inele

Consideram cunoscute notiunile de inel, subinel, corp, morfisme de inele si corpuri.
Fie (A, +,+) un inel cu elementele neutre 0, respectiv 1, gi I o submultime nevida a sa.

Definitia 5.1. I se numeste ideal la stinga (la dreapta) al lui A daca 0 € I, x +y € 1
sia-x €l (respective-ael) V)x,y € I si (V)a € A. O submultime care este ideal la
stanga $i la dreapta se numeste ideal bilateral, sau, mai simplu, ideal.

Observatia 5.1. a) Orice ideal la stinga (dreapta) al unui inel comutativ este ideal bila-
teral.

b) Orice ideal este subinel. Reciproc nu este adevarat, nu orice subinel este si ideal:
subinelul Z al lui Q nu este ideal, deoarece, de exemplu % -5 ¢ 7.

Exemplul 5.1. a) In orice inel (A, +,-), {0}, A sunt ideale, numite idealul nul, respectiv
idealul total. Acestea sunt idealele improprii ale inelului; oricare alte ideale se numesc ideale
ProprTiIl.

b) Fiex € A, arbitrar ales. Multimile v-A={x-a, a € A}, A-x={a-x, a€ A},
sunt ideale la dreapta, respectiv la stanga, ale inelului A.

Propozitia 5.1. Inelul (A,+,-) este corp, daca si numai daca singurele sale ideale sunt
cel nul si cel total, sau, altfel spus, cele trei multimi de ideale ale sale coincid cu {{0}, A}.

Proprietatile urmatoare, afirmate pentru ideale la sanga, se mentin adevarate si in cazul
idealelor la dreapta sau al celor bilaterale. Notam cu Ids(A) multimea idealelor la stanga
ale inelului A.

Propozitia 5.2. Fie A un inel unitar, U(A) multimea elementelor inversabile in A gi I
un ideal la stanga. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

a) 1= A dacd si numai daca 1 € I.

b) I = A daca si numai daca U(A) N1 nevidd.

Demonstratie: Implicatia directa este evidenta la ambele afirmatii.

a) Pentru reciproca, fie a € A, arbitrar ales. Din definitia idealului, ipoteza 1 € [
conduce laa-1€ 1, deci AC I. Rezulta A =1.

b) Daca I contine un inversabil a, inversul siu este un element a=! € A, iar rezultatul
a!-aestein I. Obtinem 1 € I i, conform a), I = A. O

Propozitia 5.3. Intersectia unei familii de ideale la sanga este ideal la stanga. Mai mult,
este cel mai mare (in sensul incluziunii) ideal la stanga inclus in fiecare ideal din familia
data.

Demonstratie: Fie {I;};cx o familie de ideale la stdnga ale inelului A, unde K este
o multime de indici. Notam I = N I;. Deoarece fiecare I; este ideal, avem 0 € I;, deci
ieK
0el.
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Fiea € Asiz,y €1, deci x,y € I;, (V)i € K. Pentru fiecare i € K, rezulta x + y € I;
si a-x € I; din definitia idealului (/; ideal), de unde avem x + y,a -z € I.

Evident I este inclus in fiecare I;. Fie acum J un alt ideal la stdnga al inelului A astfel
incat J C [, (V)i € K. Rezulta J C I, deci [ este infimumul familiei de ideale {/;}iex In
multimea partial ordonata (Ids(A), C). O

Propozitia 5.4. Daca I,J € 1ds(A), atunci I +J ={x+y/ x €I,y € J}, este ideal
la stanga al lui A, numit suma idealelor I si J. Mai mult, este cel mai mic (in sensul
incluziunii) ideal din 1ds(A) care include I si J.

Demonstratie: Deoarece I si J sunt ideale, ele contin elementul zero al inelului, iar
din 0=0+0,avem 0 € I + J.

Fie 21,25 € I+ J, arbitrar alese. Exista x1,x9 € I si yy,ys € J astfel incat z; = x1 + 1y,
29 = g+ yo. Obtinem z1 + 20 = (1 + 1) + (x2 + y2) = (v1 +22) + (1 +12) € T + J,
a-z1=a-(r1+y1)) =a-x1+a-y €11+ J din faptul ca I, J sunt ideale la stinga. Am
obtinut astfel ca I 4 J satisface axiomele idealului la stanga.

Evident, I = {x+0lz € I} C I+ J, J={0+y|ly € J} C I+ J, deci I + J este
majorant pentru {/, J} in (Ids(A), C). A ramas sa aratam ca [ + .J este cel mai mic ideal
la stanga care include I si J.

Fie K € Ids(A), I C K, J C K. Pentru orice z € I+ J, exista x € I, y € J astfel incat
z=x+vy. Darx € I, y € J implica x,y € K si, deoarece K este ideal, avem = +y € K,
de unde z € K, deci [ +J C K. Am obtinut ca I + J este supremumul multimii {7, J} in
multimea partial ordonata (/ds(A), C). O

Fie (A, +,-) un inel si I un ideal bilateral al sau. Un astfel de ideal exista intotdeauna:
{0}, sau A, sau nucleul unui morfism cu domeniul de definitie A.

Din definitia idealului, grupul (7, +) este subgrup normal in grupul abelian (A, +), deci
exista grupul factor (A/I,+), unde A/I = {z + I| z € A},

z+I={ye Aly—z €I} ={x+a|a e I}. Adunarea elementelor din multimea factor
A/I este definita prin (x + 1)+ (y + 1) = (x + y) + [ si da acestei multimi structura de
grup, cu elementul neutru /.

Definim pe aceasta multime o operatie notata multiplicativ: (z+1)-(y+1) = (z-y)+1,
folosind inmultirea din inelul A.

Propozitia 5.5. Operatia multiplicativa definita mai sus nu depinde de reprezentanti si
(A/I,+,-) este inel, numit inelul factor al inelului A prin idealul I.

Demonstratie: Aratam ca - este corect definita, adica nu depinde de reprezentanti. Fie
¥ ex+lsiy € y+I,decia’—x,y'—y € I. Calculam o’y —z-y = 2/~ — 2’ -y+a2'-y—2x-y =
¥ (y —y)+ (¢ — x) -y, care este un element din I, deoarece I este ideal. Deci z -y
este congruent modulo I cu z’ -y, rezultatul calculului (x + I) - (y + I) este acelasi cu
(' +1)-(y+1).

Operatia - pe A/I da grupului (A/I,+) structura de inel. Pentru orice elemente x +
Ly+I,2+1din A/I, auloc: [(z+1)-(y+D)]-(z+1) = [(x-y)+1]-(z+1) = [(z-y)- 2]+ =
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=[z-(y-2)]+I=(x+I) [(y+1I)-(z+1)], din asociativitatea iInmultirii in A, deci - este
asociativa in A/I.

Daca A este inel unitar, atunci (1+ 1) (z+1)=x+I=(x+1)-(1+1), unde 1 este
elementul unitate in A, deci 1 + I este element neutru la inmultirea din A/I.

(z+D+w+D]-G+D=[(x+y)+I]-z+)=[(z+y) 2]+ 1=(r-2+y-2)+1=

=[z-2)+I1+[y-2)+ =+ -z+D)+w+1I) (z+1),

din distributivitatea operatiei - fata de + in inelul A si din definitiile operatiilor in A/I.
Analog se verifica distributivitatea la stanga. Toate axiomele inelului fiind verificate,
(A/1,+,-) este inel. O

Observatia 5.2. a) Daca inelul A este comutativ, atunci si inelul factor este comutativ.
b)  Aplicatia m: A — A/l definita prin m(z) =x+ 1, (V)x + 1 € A/I, este morfism
surjectiv de inele, numit surjectia canonica.

Teorema 5.1. [Teorema fundamentald de izomorfism pentru inele/
Fie f : (A,+,) = (B,+,) un morfism de inele. Inelul factor A/Kerf este izomorf
cu subinelul Imf al lui B.

Demonstratie: Functia ¢ : A/Kerf — Imf definitd prin ¢(x + Kerf) = f(x),
(V) € A, este corect definita (adica nu depinde de reprezentanti) si este evident sur-
jectiva. Aceasta verifica p((z + Kerf) + (y+ Kerf)) = p((z +y) + Kerf) = f(x + y) =
f@)+fy) = plet+Kerf)+o(y+Kerf), sio((z+Kerf)-(y+Kerf)) = o((z-y)+Kerf) =

flz-y) = f(x)  fly) = =@+ Kerf) ply+ Kerf), (V)z,y € A, deci ¢ este morfism
surjectiv de inele. Mai mult, Ker(y) = {Kerf} deci este gi injectiva, ceea ce incheie
demonstratia. ]

Teorema 5.2. [Prima teoremd de izomorfism pentru inele/
Fie morfismul surjectiv de inele f: (A, +, ) — (B,+,-) si I un ideal bilateral al lui A
care include Kerf. Inelele factor A/I si B/ f(I) sunt izomorfe.

Demonstratie: Definim functia ¢ : A — B/ f(I), prin {(x) = (7o f)(z) = f(z)+ f(I),
unde 7 este surjectia canonica a inelului factor B/f(I), adica ( asociaza fiecarui element
din A clasa de echivalenta din B/f(I) a imaginii sale prin f. Deoarece f i m sunt ambele
morfisme surjective, la fel este si (. Deoarece Kerf C I, determinam

Ker¢={z e Al flz)ef()={zre Al Qel, [lx)=/[fy)}=
{reAl Quel, z—yeKerf}={xecAl zel}=1.

Aplicand acum teorema fumdamentala de izomorfism morfismului de inele (, obtinem
izomorfismul dintre inelele factor A/I si B/ f(I). O

15



I, GEOMETRIE

/ Geometrie sintetica:
1. Transformari izometrice.
2. Transformarea prin inversiune. Grupul conform.

/A Geometrie analitica:
1. Vectori liberi in spatiu. Produse de vectori liberi si aplicatiile
lor.
2. Ecuatii ale dreptelor si planelor in spatiu, unghiuri si distante.
3. Conice.
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[3.]1 Gh. Atanasiu, Emil Stoica, Algebra liniara, geometrie analitica, Ed. Fair Partners, Bucuresti,
2003.

[4.] M. Neagu, E. Stoica, Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala. Culegere de probleme,
Editura fair Partners, Bucuresti, 2009



1 Transformari izometrice

Definitia 1. Fie M o multime nevida. Se numeste transformare pe multimea
M o corespondenta bijectiva T : M — M.

Daca M este inzestrata cu o anumita structura geometrica, atunci 7' va
fi numita transformare geometrica, iar in acest context elementele multimii
M vor fi numite puncte.

Multimea tuturor transformarilor pe M este notata cu o(M) si formeaza
un grup impreuna cu compunerea functiilor, adica: (o(M), o) = grup. Daca
G este un subgrup al lui o(M), atunci perechea (M,G) se numeste spatiu
geometric sau spatiu cu grup fundamental.

[zometria este transformarea geometrica care pastreaza distanta. Distanta
dintre doua puncte A si B o vom nota prin d(A, B). Transformarile geome-
trice care sunt izometrii le vom numi transformari izometrice, iar in continu-
are vom prezenta transformarile izometrice din plan.

Definitia 2. Fie m un plan euclidian. Se numeste izometrie a planului 7
o aplicatie f : ™ — 7w cu proprietatea d(f(A), f(B)) = d(A, B).

Propozitia 1. Orice izometrie a planului este o aplicatie injectiva.

Demonstratie. Fie punctele A, B € w astfel incat f(A) = f(B), aceasta
inseamna ca d(f(A), f(B)) = 0. Dar, cum f este izometrie, avem d(A, B)
d(f(A), f(B)) =0, deci A= B, adica f este injectiva.

.o

Propozitia 2. Fie f : 7 — 7 0 izometrie a planului. Daca punctele A, B, C
sunt coliniare, atunci punctele f(A), f(B), f(C) sunt coliniare (mai mult, o
izometrie conservd relatia “a fi intre”).

Demonstratie. Fie punctele coliniare A, B,C' € w. Rezulta ca d(A, B) +
d(B,C) =d(A,C), dar tinand cont ca f este izometrie, avem d(f(A), f(B))+
d(f(B), f(C)) = d(f(A), f(C)), deci punctele f(A), f(B), f(C) sunt colini-
are si f(B) este intre f(A) si f(C). O

Observatia 1. Orice izometrie conserva unghiurile, paralelismul si ortogo-
nalitatea.

Propozitia 3. Orice izometrie a planului este o aplicatie surjectiva.

Propozitia 4. Fie f : 7 — w o izometrie a planului. Daca punctele A, B, C
sunt necoliniare, atunci aria(ANf(A)f(B)f(C)) = aria(AABC).

Observatia 2. Orice izometrie transforma un segment intr-un segment, o
semidreapta intr-o semidreapta, o dreapta intr-o dreapta.



Transformarea identica Id : # — 7, definita prin Id(A) = A, (V) € m,
este o transformare izometrica.

Teorema 1. Multimea izometriilor planului formeaza un grup in raport cu
operatia de compunere.

Demonstratie. Fie f gi g doua izometrii ale planului. Rezulta ca d(fog(A), fo
g(B)) = d(f(A), f(B)) = d(A, B), deci f o g este o izometrie. Este usor
de vazut ca transformarea identica Id este elementul neutru, iar cum f este
bijectiva, atunci inversa ei este tot o izometrie, deoarece d(f~*(A), f~(B)) =

d(f(f71(A)), f(f71(B))) = d(A, B). a

In continuare, vom studia urmatoarele transformari izometrice: simetria
axiala, simetria centrala, translatia si rotatia.

Simetria axiala
Fie m un plan euclidian si d o dreapta in planul 7.

Definitia 3. Se numeste simetrie axiala de axa d o aplicatie Sy :m — 7
care asociaza unui punct A din planul © un punct A’, astfel incat AA" 1 d,
AA'Nd = {0}, iar O este mijlocul segmentului [AA'].

Vom scrie Sg(A) = A’ ¢i spunem ca punctul A’ este simetricul punctului

A fata de dreapta d.

A
®
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Propozitia 5. 1. Orice simetrie axiala transforma un segment intr-un

segment congruent cu el;

2. Orice simetrie aziala transforma o semidreapta intr-o semidreapta;



3. Orice simetrie axiald transforma o dreapta intr-o dreapta;

4. Orice simetrie axiala transforma un cerc intr-un cerc de aceeasi Tazd.

Fie Sy(A) = A’ g1 Sy(B) = B', rezulta ca [AB] = [A’'B']. Se arata ca daca
M € [AB] si Sq(M) = M’, atunci M’ € [A'B'].

Simetria centrala
Fie m un plan euclidian , O si A doua puncte in acest plan.

Definitia 4. Se numeste simetrie centrala de centru O o aplicatie So :
T — 7 care asociazd unui punct A din planul ™ un punct A" din planul 7
astfel incat punctul O este mijlocul segmentului [AA’].

Vom scrie Sp(A) = A’, iar punctul A’ se numeste simetricul punctului A
fata de punctul O.

A O A'
@ @ @
Propozitia 6. 1. Orice simetrie centrala transforma un segment intr-un

segment congruent cu el;
2. Orice simetrie centrala transforma o semidreapta intr-o semidreapta;

3. Orice simetrie centrala transforma o dreapta intr-o dreapta paralela cu
dreapta initiala sau in aceeast dreapta;

4. Orice simetrie centrala transforma un cerc intr-un cerc de aceeasi raza.

Fie So(A) = A’ §i So(B) = B, rezulta ca [AB] = [A'B’]. Se arata ca
daca M € [AB] si So(M) = M’, atunci M’ € [A’B’].

Observatia 3. a) Simetriile sunt transformari involutive (T* = Id), i.e.
SdOSd = ]d,SO OSO = ]d,‘
b) Orice izometrie involutiva este o simetrie axiald sau centrald.

Fie a,b doua drepte din planul 7 si aNb = {O}.



Propozitia 7. Dacd a L b, atunci multimea {Id,S,, Sy, So} formeaza un
grup abelian.

Teorema 2. Orice izometrie a planului este produsul a cel mult trei simetrii.

Translatia
Fie m un plan euclidian si o un vector in acest plan.

Definitia 5. Se numeste translatie de vector v o aplicatie Tw : m —
care ag;ogz’azd fiecarui punct A din planul = un punct A" din planul © astfel
incat AA = .

Vom scrie T4 (A) = A’ gi spunem ca punctul A’ este translatatul punctului
A in raport cu vectorul 7.

Al
Bl
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Propozitia 8. 1. Orice translatie de vector o transforma un segment

intr-un segment congruent cu el. In plus, segmentele sunt paralele sau
se afla pe aceeasi dreapta suport;

2. Orice translatie de wvector o transforma o semidreapta intr-o semi-
dreapta;

3. Orice translatie de vector v transforma o dreapta intr-o dreapta para-
lela cu ea sau identica cu ea,

4. Orice translatie de vector o transforma un cerc intr-un cerc de aceeasi
raza.

Fie T4 (A) = A’ i Tw(B) = B, rezulta ca [AB] = [A’'B’]. Se arata ca
daca M € [AB] si T3 (M) = M, atunci M’ € [A'B’].



Observatia 4. a) Compunerea translatiilor: Ty o Ty = T v ;

b) Orice translatie este o izometrie care se descompune intr-un produs de
doua simetrii centrale sau intr-un produs de doua simetrii axiale.

c) Multimea translatiilor impreund cu operatia de compunere formeaza un
grup abelian.

Rotatia

Fie 7 un plan euclidian si C(O,r) un cerc de centru O i raza r in acest
plan si A, M € C(O,r).

Pentru orice a € R exista un unic o* € [0,27) si k € Z astfel incat
a = o + 2kwr. Notam prin u(AM,) masura in radiani a arcului AM,,
parcurs in sens trigonometric.

Definitia 6. Se numeste rotatie de centru O si unghi o o aplicatie
Roo @ ™ — m care asociaza fiecarui punct A din planul ™ un punct A" din

planul 7 astfel incat OA = OA’ si p(AA') = o.

Vom scrie Rpo(A) = A’ si spunem ca punctul A’ este rotitul cu unghiul
« 1n raport cu centrul O a punctului A.

BF

Propozitia 9. 1. Orice rotafie transforma un segment intr-un segment
congruent cu el;

2. Orice rotatie transforma o dreapta intr-o dreaptad;
3. Orice rotatie transforma un cerc intr-un cerc de aceeasi raza.

Fie Roo(A) = A’ si Roo(B) = B, rezulta ca [AB] = [A'B’]. Se arata
ca daca M € [AB] si Roo(M) = M’, atunci M’ € [A'B].



Observatia 5. a) Compunerea rotatiilor: Ro o Rog = Roa+s ;

b) RO’O = ]d, RO,W = So,‘

c¢) Multimea rotatiilor de centru O impreund cu operalia de compunere for-
meazda un grup abelian.

Teorema 3. Orice izometrie f poate fi reprezentata de compunerea unei
translatii T' cu o izometrie g cu punct fix (f =T o g,g(0) = 0O).

Teorema 4. (Chasles) Orice izometrie f este una din transformarile urmatoare:
transformarea identica, simetrie aziala, simetrie centrala, translatie, rotatie
sau compunerea unei translatii cu o 1izometrie cu punct fix.

Expresiile analitice ale izometriilor
Fie R = {0, 1,7} un reper ortonormat pozitiv in planul 7. In raport cu
acest reper ecuatiile izometriei f se scriu matriceal astfel:

X' = AX + B,

/
unde X = 5 sunt coordonatele unui punct arbitrar A(z,y), X' = (Z;')

sunt coordonatele lui f(A) = A’(2',y'), A este o matrice ortogonala de ordi-
nul doi (AAT = AT A = [,) cu determinanul egal cu 1 (caz in care izometriile
se numesc deplasari) sau determinanul egal cu —1 (situatie in care izometriile

, CoN b1
se numesc antideplasari), iar B =

by
Fie dreapta d de ecuatie ax + by + ¢ = 0 cu a® + b* > 0.
Ecuatitle simetrier axiale de dreapta d sunt date de:

’ 2a(ax+by+-c)
S - r=1T-—= a?+b?
d - 2b(ax+by+c)

[
y=y—- a2+b2

Fie un punct O(xg, o) in planul euclidian 7.
FEcuatiile simetriei centrale de centru O(xg,yo) sunt date de:

¥ =2xy—x
So :
° {y’=2yo—y-

Fie m un plan euclidian si ¥ un vector in acest plan.
Ecuatiile translatiei de vector v = (b, by) sunt date de:

¥ =x+b
T
v {y/:y‘i‘bz-

Fie un punct O(xg, o) In planul euclidian 7.

6



FEcuatiile rotatiei de centru O(zo,vo) si unghi o sunt date de:

' = (x — xg)cosa — (y — yo)sina + xg
ROa . ; .
Yy = (x — zg)sina + (y — yo)cosa + yo.

Exercitii

1. Sa se demonstreze ca prin compunerea a doua simetrii centrale obtinem
o translatie.

Rezolvare. Fie simetriile centrale Sp, : @ — m si So, : m — 7 astfel
incat So,(A) = A’ si Sp,(A’) = A”. Prin urmare, obtinem Sp, o Sp, (A) =
So,(A") = A”. Acum considerém translatia de vector 20,0, si avem T,5-5+(A) =
AH, deci 502 9 Sol (A) A" = 20 o) (A), adica SO2 9 SOl = T20102

2. Fie A st B doud puncte situate in acelasi semiplan determinat de
dreapta d. Determinati punctul M € d astfel incat suma AM + MB sa fie
minima.

Rezolvare. Fie A’ = S4(A) st ABNd = {M'}. Deducem ca M'A" = M'A,
deci MMA+ M'B=AM +MB=AB<MA+MB=MA+ MB. Prin
urmare, minimul se atinge cand M coincide cu M’.

3. Fie punctele A(3,—-2), B(3,2), O(1,2) si unghiul o = ;—r Sa se de-
termine coordonatele punctelor A" = So(A),A” = Soa(B), A1 = T53(B) si
Ay = Ro o(B).

Rezolvare. Fie ecuatiile simetriei centrale

/
o =20 —2x=2-3=-1
So(4) =4 { v =2yo—y=4+2=6.
Prin urmare, coordonatele lui A" sunt (—1,6).
Ecuatia dreptei OA este 2z +y — 4 = 0, deci
7 ' =x— 2a(a§+ll);g_+c) =3-L=_1
SOA(B) = A" a;r c ; i
y=y- 2 —p by

adicil obtinem A”(—%,2). Avem 0—121(2, —4), deci

1
5
I1:$+61:3+2:5
T=(B)=A;:
0i(P) ' {9129'1“52:2‘1‘(_4):—27

adica avem A; (5, —2).
Cum centrul de rotatie este O(zo = 1,y = 2) si unghiul a = %, atunci

Ro=(B)= A, : Ty = (z — mp)cosa — (y — yo)sina + xo = (3 — 1)cos + 1 =2
0,3 = A Yy = (;p — xo)sina + (y — yo)c()sa + 1Yo = (3 — 1)5m§ +92= \/§+ 2,

adica avem Ay(2,v/3 + 2).



Inversiunea in plan

Definitia 1. Fie m un plan euclidian, O € ™ un punct fiz si k € R*. Inver-
stunea de pol O gi modul k (putere k) este o transformare a planului
prin care fiecarui punct A € w\ {O} i se asociazd un punct A’ pe dreapta

OA astfel incat OA - OA" = k, iar punctului O i se asociaza punctul O.

Inversiunea de pol O si modul k£ se noteaza lpy si avem Ipy : ™ — m,
unde:

1. ]O,k(O) = O;

2 Iop(A) = A, (V)A€ r\ O, deci OA - Olpy(A) = k.

Punctul A" se numeste inversul lui A sau transformatul punctului A
prin inversiunea de pol O si modul k. Pe scurt, punctul A si punctul
A’ sunt puncte inverse.

Observatia 1. Daca A" = Ip x(A), atunci:
1. punctele O, A, A" sunt coliniare;
2. A€ (OA<=Ek>0;
3. 0€(AA) <=k <0;
4. OA-OA = |k|.

Daca avem k > 0, atunci Ipj se numeste inversiune pozitiva, iar daca
avem k < 0, atunci /o se numeste inversiune negativa.

Proprietati 1. 1. Inversiunea este o transformare involutiva (involutie)

Ioroloy=1d;

2. Inversiunea este o aplicatie inversabila si Ialk = Iok.

3. Consideram inversiunea Loy de pol O si modul k > 0. Se observa ca
Iox(A) = A, (V)A € C(O,Vk), deci toate punctele cercului C(O,V'k)
sunt puncte fize. Cercul C(O, \/E) se numeste cerc de itnversiune.
~ . e s
Intr-adevdr, pentru orice A € C(O,Vk) = OA-OA" =|0A|-|0A'|-
cos0 = VEVEk -1 =k = Iox(A) = A. Pe de altd parte, dacd
A € IntC(O,Vk) si ducem AT L OA, unde T € C(O,VE); ducem
tangenta in punctul T' care intersecteaza OA in A'. Aplicam teorema
catetei in triunghiul dreptunghic OT A" si atunci OT? = OA-OA' =k,
ceea ce inseamnd cd lox(A) = A'.

1
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4. Un cerc T' ce trece prin doud puncte inverse A si A = Io(A) taie
ortogonal cercul de inversiune (doud cercuri se numesc ortogonale
daca tangenta intr-un punct comun la unul din cercuri trece prin centrul
celuilalt cerc.)

Demonstratie. Fie P si P’ punctele de intersectie ale lui I' cu cercul
de inversiune C(O,vVk) = OA-OA" = k = OP> — OP este

tangenta la cercul T'. O

Observatia 2. Un cerc diferit de cercul de inversiune este invariant in
raport cu inversiunea data daca st numai daca este ortogonal cu cercul
de inversiune.

5. Inversiunea Ioy invariaza toate dreptele ce trec prin O st O este un
punct invariant in raport cu Io .

IOJg(d) =d, 0Oe€d

Lema 1. Fie punctele A si B in planul euclidian 7 si inversiunea Iy : m —
7. Daca A" = Ip(A) si B' = Ip x(B) atunci:

1. Patrulaterul ABB'A’ este inscriptibil;

2. Are loc egalitatea:

AB
A'B = e
%1 OA-OB
. ) ) OA
Demonstratie. 1. Din OA-OA" = |k| i OB - OB = k| = o5 =

OB 2408 = 4B0A Y NOAB ~ AOB'A — LOAB

LOB'A’", deci patrulaterul ABB’A’ este inscriptibil.

2



AB
2. Din asemanarea triunghiurilor AOAB i AOB’A” avem g—]‘;‘, =5
B’ B -0OB
O :A’B’:AB-u:AB- i

IR/ X
AB = AB OA OA-OB OA-OB’

Proprietati 2. Fie inversiunea Ioy 1 m — .

1. O dreapta d care nu trece prin polul de inversiune se transformda intr-un
cerc care trece prin pol i din care se scoate punctul O.
Demonstratie. Fie B € d astfel incat OB L d st un punct arbitrar
A e d. Avem: Ipi(A) = A si Ipp(B) = B' = patrulaterul
ABB'A’ este inscriptibil = m(LAA'B’") =90° — m(LOA'B’) =
90°, iar B’ este punct fix, ceea ce inseamna ca A’ apartine cercului de
diametru OB'.

2. Un cerc C(Oq, R) care trece prin polul de inversiune O, mai putin punc-
tul O, se transforma intr-o dreapta perpendiculara pe diametrul care
trece prin polul O.



Demonstratie. Fie C(A, R) cercul care trece prin polul de inversiune
O. Fie B punctul diametral opus lui O si B = Iok(B). Alegem
un punct M € C(A,R),M # O si M' = Iop(M) = patru-
laterul BB'M'M este inscriptibii — £LOMB = LOB'M' —
m(£LOB'M') =90° = M'B’ 1. OB, deci locul geometric al punctelor
M’ este perpendiculara in B’ (care este punct fix) pe OB.

. Inversul unui cerc care nu trece prin polul de inversiune este un cerc.

Demonstratie. Fie p puterea punctulur O fata de cercul dat.

Cazul I: Cand k = p, inversul lui M care este M’ se afla pe acelagi
cerc. Aceasta afirmatie este justificata tinand cont ca puterea lui M
fatd de cercul dat este: OM - OM' = k = p = OP? = OP". Deci,
cercul dat se transforma in el insugi. In particular, punctele P si P’
sunt puncte fize ale inversiunii 1o j.




Cazul II: Pentru k # p, inversul M’ al lui M nu se mai afla pe cercul
dat C. Fie {N} = OM NC. Ipox(M) = M', Oy centrul cercului C,
00, NC = {A,B}, Iox(A) = A', OM - OM' = |k| (inversiune) si
OM - ON = p (puterea punctului O fata de C).

M’ k
Atunci = u, p=00? — R%. Deci M' este omoteticul punctului
ON P
k
N in raport cu omotetia de centru O si raport u Deoarece omoteticul
) / ’k| VA .
unui cerc este un cerc cu raza RN = — R, rezulta ca inversul unui cerc

ce nu trece prin pol este un cerc.
Pentru a identifica centrul acestuia, tinem cont ca AB este diame-
tru pentru cercul inifial C. Notind A" = Ipi(A) si B' = Ipk(B),
obtinem ca centrul cercului transformat este mijlocul lui A’B’.  Intr-
adevar, aplicand Lema 1, avem

AB 2R
2R = AB = k| ———= = k| - —.
R M- oa05 =
B-0OA
Observatia 3. O alta abordare este urmatoarea: |% = % =
OB
o4 dar L(OMA = LOA'M' i {OMA = LOBN (patrulaterul ABN M

este inscriptibil) = £LOBN = LOA'M' =— BN | M'A' =
OB NB  p
== = 1 = ' AO\BN ~
OA ~ MA ~ [k] 0#(C(O1, R)) = C(Oy, R) = A0,
NB

NOLAM' (LO\NB = LO\BN = OpAM' = O,M'A) = —mp =

—. Obtinem astfel ca E = ﬁ, deci:

R R k|

Teorema 1. Mulfimea tuturor omotetitlor si a inversiunilor planului de
acelagi centru O formeaza un grup. Acest grup se numeste grupul con-
form.

Demonstratie. Consideram multimea omotetiilor de centru O din plan si ra-
port k impreuna cu multimea inversiunilor de pol O si modul r din plan,
Hop,Ioy:m— m, k,r € R".

Aratam, mai intai, ca omotetiile formeaza un grup. Fie M un punct

——
arbitrar in plan si Ho,(M) = M’ si Hoy (M) = M" = OM' =

b}



koOM , oM = klOM/’, deci OM" = kleO—]>w, ceea ce inseamna ca Ho x, ©
HOJCQ(M) = HO,k1k2<M)~ Prin urmare, géslm ca HO,k1 ¢) HO,k2 = Hngle.
Observam ca elementul neutru este Hp; = Id, deoarece Hp (M) = M =
]d(M), deci H(),kOId = ]ClO]'IOJc = HO,k- Tlnénd cont ca HOJfOHO’% = HO71
obtinem Halk = Hp 1. De asemenea avem lo, o Id = Ido lo, = lo,-

Ne intrebam cine este compunerea Ip,, 0 Io .7
Daci avem Io,,(M) = M, Io, (M) = M" —s OM'-OM = ry, OM" -

—_ OM//
OM'=ry = OM'-OM = |ry|siOM"-OM' = |r| = = Ira]
OM |’f’2|
OM" = %OM. Deoarece punctele O, M, M’ si M"” sunt coliniare, avem, de
)

r > .
fapt: OM" = 2OM. In particular, Ip,, 0lp,, = Hyn = Ip,0lp, = Id.
T ‘T2

2
Deci, compunerea dintre doua inversiuni de pol O este o omotetie de centru
O. Prin urmare, exista 15,17“ si 1'5; =Io,.

Ne intrebam cine sunt compunerile I, o Ho si Hox o lo,?

o — — .

Daca avem Hp (M) =M = OM'=k-OM si Ip,(M') = M" =
— — — —— T
OM'-OM" = r, atunci obtinem OM - OM" = T deci Io, o Hoy = Ior,
adica compunerea dintre o inversiune si o omotetie cu acelasi centru O este
o inversiune de pol O.

o —~ 7 .

Daca avem Ip, (M) =M" = OM -OM' =rsi Hox(M') = M" =
oOM" =k . OM'’, atunci obtinem OM - OM" = rk, deci Ho 0 lo, = Lok,
adica compunerea dintre o omotetie si o inversiune cu acelasi centru O este
o inversiune de pol O.

Observam ca pentru k # +1 deducem

Ioyr = Hoyxoloyr # oy o Hoyx = Iox.

Astfel, multimea tuturor inversiunilor si a omotetiilor planului de acelasi
centru O formeaza un grup necomutativ. O

Observatia 4. Grupul conform pastreaza unghiurile (nu si lungimile laturi-

lor).



Aplicatii ale inversiunii

1. Teorema lui Ptolemeu
Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Atunci are loc egalitatea:

AC-BD =AB-CD + AD - BC.

Demonstratie. Consideram o inversiune de pol A si putere arbitrara k, 14 :
(ABC) — (ABC'), unde (ABC') este planul ce contine punctele necoliniare
A, B,C. Notam cu d dreapta care este transformata prin inversiunea /4 a
cercului circumscris patrulaterului ABCD si I4(B) = B', [ax(C) = C' si
I41(D) = D', ceea ce inseamna, utilizand lema anterioara, ca:

i BC e CD oy BD
B'C" = |k 1B AC C'D' = |k| 1C - AD §1BDBC k| - 15, AD.DDar

Inmultlnd relatia cu rezulta:

I
AC'-BD = AB-CD+ AD - BC.

2. A doua teorema a lui Ptolemeu

Fie ABCD un patrulater convex inscriptibil. Atunci are loc relatia

AC  AB-AD+CB-CD

BD  BA-BC+ DA-DC"
Demonstratie. Consideram inversiunea [4; : (ABC) — (ABC), unde k
este arbitrar. Fie C(O, R) cercul circumscris patrulaterului ABC'D. Atunci
I41(C(O,R)\ {A}) = d, unde d este o dreapta perpendiculara pe OA. Fie
B = I44(B),C" = I4x(C),D" = Iax(D), deci B', C', D' € d. Aplicam
Teorema lui Stewart in AAB'D’ i avem C’ € (B'D’). Atunci:

ABIQ'C/D/+AD12'C/B,:AC/Z'B/D/+B/C,'C/D/'B/D/

k
dar AC - AC" = |k|, AB - AB' = |k|, AD - AD' = |k| = AC' = 1|46|’
k| |k BC CD
AB' = —  AD' = BC = |kl ———, CD = |k| - ————
AB’ BD AD’ ¢ 4 AB - AC’ ¢ 14 AC - AD’
B'D' = |k| - A5 AD si atunci rezulta:
\k|> |k|-CD |k]* |k|-BC _ |k|* |k|-BD BC  |k|-CD |k|-BD

+[E]

AB2 AC-AD ' AD? AB-AC  AC? AB-AD AB-AC AC-AD AB-AD

7



AD-CD+ AB-BC BD
ABZ-AD?-AC ~ AB?-AD?- AC®

AD-CD+AB-BC:%-(AB-ADJrBC-CD)

.(AB-AD + BC - CD)

de unde rezulta enuntul. O]

3. Relatia lui Euler
Intr-un triunghi ABC, fie C(O, R) cercul circumscris triunghiului ABC' si
C(1,r) cercul inscris in triunghi. Atunci:

OI° = R* — 2Rr.

Demonstratie. Fie punctele D, E, F' picioarele perpendicularelor duse din
centrul cercului inscris I pe laturile [BC], [AC],[AB]. Bisectoarea Al in-
tersecteazd F'E in mijlocul A’ al acestuia. AAFI ~ AFA'l = FI? =
TA-TA = TA'-TA =r? Consideram inversiunea I, : (ABC) — (ABC).
Cercul C(I,r) se transforma in el insusi (C(O, Vk)) este fix => A’ = I ,.(A).
Analog, B' = I;,(B), C" = I;,(C). Prin urmare varfurile triunghiului ABC
se transforma in mijloacele laturilor ADEF. Rezulta ca cercul C(O, R) se
transforma in cercul celor, noua puncte asociat triunghiului DEF, care are
raza g Utilizand relatia 5= ?’, unde k = r?, iar p = R?—O1I? este puterea

7,2

_ y r
g;nctulul I fata de cercul C(O, R) = B opE — R* - OrI? ;
r.

4. (Problema piesei de cinci lei a lui Titeica).
Trei cercuri avand razele egale se intersecteaza intr-un punct. Luandu-se
doua cate doua, se obtin inca trei puncte de intersectie. Cercul determinat
de cele trei puncte are raza egald cu raza cercurilor date.

8



Demonstratie. Se considera un triunghi ABC. Fie C(I,r) cercul inscris

AABC i C(O, R) cercul circumscris AABC'. Consideram inversiunea I; gz or2.

Tinand cont de relatia lui Euler, OI? = R? — 2Rr, avem practic inversiunea
I; _op,. Cercul C(O, R) se va transforma prin inversiune tot intr-un cerc.
Aratam ca acesta este, de fapt, tot C(O, R), astfel: fie A’, B’, C' punc-
tele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor triunghiului cu cercul. Folo-
sind puterea punctului I fata de cercul C(O, R) rezulta relatiile: TA-TA" =
IB-IB = IC-IC" = R* — OI* ceea ce inseamnd c& I;op_g2(A) = A,
II,OIQ—RQ(B) = BI, ]]7012_32(0) = O/, adica ]]7012_32(C<O,R)) = C(O,R)
Dreapta BC' care nu trece prin polul de inversiune I se transforma intr-un
cerc ce trece prin punctele I, B, C" astfel incat tangenta in I la acest cerc
este p@rg{u[lelé cu BC. Aplicam Teorema Sinusurilor pentru AIB'C! —
B
B+C

= 2R, unde R’ este raza cercului circumscris AIB'C’. Dar

sin

B+C B+C

B'C' =2Rsin | ™ —

)<t

2R', deci R = R'. Analog pentru cercurile circumscrise triunghiurilor AIC"A’,
ANIA'B'. O

> , ceea ce Inseamna ca 2R =

Aplicatia 5. Fie A, B,C trei puncte distincte pe un cerc de centru O.
Daca avem inversiunea de pol A si putere k, Iy : (ABC) — (ABC) cu
Iy 1(B) =B, I4,(C) =C", atunci I4,(0) = A’, unde A" este simetricul lui
A fata de dreapta B'C".

Demonstratie. Fie A” punctul diametral opus lui A = [44(A") =F =

AT AX = |y — LAA AR =k — AD-AA =k — [4,(0) =

A O

(]



Aplicatia 6. Daca So este simetria de centru O si Io, este inversiunea
de pol O si modul v, atunci 1o, 0 So = So o lo, = 1o .

Demonstratie. Cum Sp = Hp _1, iar Ip, 0 Ho i = Ior si Hoyoloy, = Iokr
observam ca pentru £ = —1 obtinem relatia din enunt. O]

Aplicatia 7. Intr-un patrulater convexr ABCD are loc inegalitatea:

AC-BD < AB-CD+ AD - BC

Demonstratie. Consideram inversiunea de pol A si modul r: I4,(B) = B,

BC B CD

Iy, (C)=C"14,(D)=D = B'C' =|r|-———=,C'D =|r|- ————=
ar(C) 4 éD) YIS Yo Yy
si BD =|r|- 1B . AD" Cum B'D’' < B'C" 4+ C'D' rezulta enuntul. O
Observatia 5. 1. Fie ABCD un patrulater convex ca mai sus. Cum

B'C'">|B'D' — C'D'| avem:
AD-BC > |AC-BD — AB - CD|

Egalitatea are loc daca st numai daca patrulaterul ABC'D este inscrip-
tibil.

2. Daca in triunghiul B'C' D’ aplicam teorema cosinusului si cum m(£B'C'D’") =

B+ D, avem:
AC?-BD? = AB*-CD*+ AD*- BC?*—-2AB-AC-BC-CD-cos(B+ D)

care reprezinta teorema lui Bretschneider.

10



3. Dacd aplicim inegalitatea Tonescu- Weitzenbock (in AABC' avem a® +
V2 + c2 > 4v/30[ABC]), atunci avem:

1oy
B'D2+C'D?+ BC? > 4\/§U[B/C/D’] _ 4\/§Msin(B+D)

Atunci:

r|*>- BD* |r|*-CD?* |r|*- BC? > 93 |r*-BC  CD
AB?-AD?  AC?-AD? AB?-AC? — AB-AC AC-AD

-sin(B+D)
ceea ce tnseamnd ca:

AC* BD*+AB*.CD*+AD* BC? > 21/3-AB-AD-BC-CD-sin(B+D)

11



Vectori liberi si operatii cu acestia

1 Spatiul vectorial al vectorilor liberi

Not&dm cu M3 = {A, B, C, ...} multimea punctelor spatiului euclidian, definit axiomatic in geometria
sintetica. N

Fie A, B € M3 doud puncte arbitrare. Prin vectorul legat (segmentul orientat) AB, intelegem

segmentul AB echipat cu sensul de parcurgere de la A (numit origine) cdtre B (numit varf). Vectorul
— K — 3 L — —

legat BA, notat si cu —AB, poartd numele de opusul lui AB, iar vectorul 0 = AA se numegte

vectorul nul. Lungimea (m&rimea, norma) HA—é H a vectorului legat AB se defineste ca fiind lungimea

segmentului AB. In plus, pentru orice vector legat nenul AB, are sens s& definim directia acestuia,
ca fiind formatd din dreapta suport AB impreun& cu multimea dreptelor paralele cu AB.
. . e SR . . . o - - o .

Spunem ca doi vectori legati AB si CD sunt echipolenti (si notdm AB ~ CD) dacd el au
aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi mirime'. Relatia de echipolentd, notatd cu ~, este o relatie
de echivalentd pe multimea segmentelor orientate.

Clasa de echipolentd AB = [AB].. a segmentului orientat AB poartd numele de vectorul liber

—_— —
geometric (pe scurt, vectorul liber) AB; astfel, segmentul orientat AB este un reprezentant al clasei
AB. Dacé nu dorim sa specificim un reprezentant anume, vom nota vectorii liberi cu litere mici:
a,b,c etc.
. o - - . . . . - g

Observatie: Daca AB ~ CD, atunci, ca segmente orientate (multimi de puncte), AB # CD,
insd vectorii liberi AB si C'D sunt egali.

Notdm cu &5 multimea vectorilor liberi din spatiu i introducem pe aceasta doud operatii:

1. Adunarea + : &3 x & — &3, (a@,b) — a + b, definitd prin regula paralelogramului (echivalent,
prin regula triunghiului):

c a D
b
A r B
regula paralelogramuiui AB+AC=AD regula triunghiului AC+(D= JE

2. Amplificarea cu scalari reali ‘g : R x &5 — &3, (o, @) — aa, unde vectorul liber aa este definit

de:

- aceeagi directie cu a;

1 — i . X ., = —
Vectorul nul AA nu are directie sau sens; considerdm insa: AA ~ BB.etc.



- lungimea ||aal = |af ||a||,

- sensul - acelasi cu al lui @ dacd a > 0 si opus lui a, dacd a < 0.

Operatiile introduse mai sus sunt corect definite, adic, nu depind de reprezentantii alesi pentru
clasele de echivalentd. Mai mult, pentru orice a, b, ¢ € &3 si orice o, 5 € R, au loc egalititile:

(@+b)+c=a+ (b+2o), (a+ B)a = aa + fa,
a+b=>b+a, a(a+b) =aa+ ab,
0+a=a, a(Ba) = (apa),
a+(—a)=0, la = a.

Altfel spus, are loc urmétorul rezultat:
Teorema 1 Tripletul (€3, +, r) este un spatiu vectorial.

Similar, multimea & a vectorilor liberi din plan gi multimea & a vectorilor liberi de pe dreapta,
formeaza spatii vectoriale impreund cu restrictiile la acestea ale lui + si ‘g definite mai sus, adica,
sunt subspatii ale lui &3.

Dependenta liniara pe &s:
1) O multime formata cu un singur vector {a} , este liniar dependenta daci si numai daca a = 0.
2) Doi vectori liberi a, b € £3 sunt liniar dependenti dacd si numai dacd Ja € R astfel incat:

b = aa. (1)
Geometric, aceasta se traduce prin faptul cd a si b au aceeasi directie; spunem ca a si b sunt coliniari

si notdm: a || b. B
3) Pentru trei vectori liberi a, b, ¢ € &, liniar dependenta inseamnd cd Ja, 5 € R astfel incat:

¢ = aa + Bb. (2)

Aceastd conditie este echivalentd cu faptul cd a,b,¢ sunt coplanari (adic8, reprezentantii lor cu
origine comund sunt situati in acelagi plan).
Din cele de mai sus, concluzionam ca:

1. Pe dreaptéa exista un vector liniar independent; orice doi vectori sunt liniar dependenti.
2. In plan existd doi vectori liniar independenti; orice trei vectori sunt liniar dependenti.

3. In spatiu existi trei vectori liniar independenti; orice patru vectori sunt liniar dependenti.
Pe scurt: dim&; =1, dim& =2, dimé&;=3.

Structura de spatiu afin a spatiului vectorilor liberi. Repere afine.
Un spatiu afin n-dimensional este un triplet A = (M, V, ), unde M # & este o multime oarecare
(numitd multimea punctelor lui A), (V,+, k) este un spatiu vectorial cu dimV = n, iar ¢ :
Mx M=V, (A B)— ¢(A,B), o functie cu urméitoarele proprietiti:

(i) Pentru orice A € M i orice ¥ € V, existd un unic B € M astfel incat ¢ (4, B) = .

(i) (Regula triunghiului) Pentru orice A, B,C € M : ¢ (A,B) + ¢(B,C) = ¢ (A,C).



Exemple de spatii afine:

1) Spatiul afin euclidian al vectorilor liberi A3z = (M3, 3, ¢), unde Ms, E; au fost introduse
mai sus si ¢ (A, B) = AB; de asemenea, putem identifica segmentul orientat A—é cu capetele lui,
adicdl cu perechea ordonatd ("bipunctul") (A4, B) € M3zxMs.

2) Spatiul afin standard (R™,R™, ), unde ¢ (z,y) =y — x.

Pe un spatiu afin 4 = (M, V, ), un reper afin este definit ca o pereche R = (0O, B) formati
dintr-un punct arbitrar fixat O € M, numit origine si o baz& B a lui V. In particular, pe spatiul
Ags, un reper afin este format dintr-un punct fixat O si trei vectori nenuli si necoplanari.

In practicd ins#, in majoritatea covarsitoare a cazurilor, nu vom folosi ins# repere afine oarecare,
ci repere carteziene R = (O, B), definite de:

e Baza B = {1,],k} este ortonormata, adicd: 7 L j L k L7, [[z]| = ||j| = [|k|| = 1.

e [ este drept orientatd, adica: sensul lui j se obtine din sensul lui 7 printr-o rotatie de unghi
90° in sens trigonometric, iar sensul lui k se obtine din sensurile lui 7 si j prin requla burghiulus
(echivalent, prin regula mdinii drepte):

=

~{

~i

regula mdinit drepte regula burghiului

Coordonate carteziene in spatiu. Fie, in continuare, R un reper cartezian pe Ajs.

e Pentru vectorii liberi o € &, coordonatele carteziene (x,y,2) ale lui v sunt date de descom-
punerea v = 7 + yj + zk in baza B.

e Coordonatele punctului A € M sunt, prin definitie, coordonatele vectorului de pozitie OA:

A(z,y,2) & OA(z,y,2) & OA=ux1+yj+ k.

In consecintd, coordonatele vectorului liber AB = OB—OA vor fi date de: AB (B —TA,YB — YA, 2B — ZA) .

2 Produse de vectori liberi

2.1 Produsul scalar
Pe spatiul vectorial £, definim aplicatia - : &3 x €3 — R, (@,b) — a - b astfel:
a-b:=|all||b]| cos e, (3)

unde o = £ (a@,b) € [0°,180°] este unghiul cel mai mic dintre vectorii a si b.



Propozitia 2 Aplicatia " " are urmatoarele proprzetagl
1) Comutativitate (simetrie): Va,b€ Es: a-b=>b-a.
2) Omogenitate: Va,b € €3, Va € R: (aa) - b= a(a-b).

3) Aditivitate: (aJrc) b=a-b+c-b, Va,beccé&s.
4) Pozitiva definire:Va € E3:a-a>0gia-a=0=a=0.

Proprietétile 1), 2) si 4) sunt imediate, iar 3) se bazeazd pe urméitoarea lema:

Lema 3 (M(“zjimea proiectiei unui vector pe alt vector): Pentru orice a,b € &, cua #0, marimea
proiectiei lui b pe a este:

=
=
=)
(=]
I
| 21
(= ]
[ay |
|
L

Rl

B

prb

Demonstratia lemei: Mirimea proiectiei lui @ pe b este: prgb = HBH cosa, unde a = £ (EL, 5) .
Amplificand fortat pe ||b|| cos v cu |||, obtinem egalitatea ceruta.

Demonstratia Propozitiei 2, pc. 3): Fie punctele O, A, B, C' astfel incat: a = OA, b=
OB, &= AC. Proiectim pe A si C pe OB, in punctele A’ respectiv, C” :

Deoarece OA’ si A’C" sunt coliniari, avem:

[oA7]| + (|47 ()

Insa: HWH = prya = M, HA’C’H = prsc = || H HOC’ H =prz(@a+c) = (a—{’_bﬂ)'b. Inlocuind
aceste expresii in (4) si amplificand cu ||b]|, obtinem a@-b+¢-b= (a+¢) - b, q.e.d.
Propozitia 2 spune cd, de fapt, aplicatia - : £3 x &5 — R este o forma biliniard simetrica si pozitiv

definita, adica, un produs scalar pe s, respectiv, £ are structurad de spatiu euclidian.



Propozitia 4 (Exzpresia in coordonate carteziene a produsului scalar):

Pentru orice a(ay,as,as), b(b1,ba,bs) € &, are loc egalitatea:
Zz~l_):a1b1 —|—a2b2 +(L3b3. (5)

Demonstratie: Tinand cont c& vectorii 7, 7, k sunt ortonormati, avem:

7-7=|[7*cos0=1, j-j=1, k-

Il
o

=1, 7-5=0, 7-k=0, j-k

ol

Apoi, folosim aditivitatea si omogenitatea lui -, deducem cé:
a- l_) = (a17+ agj + CLgl;J) . (b17+ b23 + bg];?) = albﬂ~ 7+ albﬂ« 3 + ...+ agbgl_’u' . /_C
Dintre produsele de mai sus, insd, doar 7-7, j - j si k - k sunt nenule, ceea ce conduce la (5).

Aplicatiile produsului scalar:

1. Norma vectorului @(ay,as,a3) € & : ||a|| = va-a=+/a} + a3 + a3.

(=l

a -

2. Unghiul o dintre vectorii nenuli @ si b este dat de: cosa = . In particular, a-b=0 <

o]

) lal
alb.

2.2 Produsul vectorial

Definitia 5 Produsul vectorial al vectorilor a,b € £ este vectorul @ x b € E; caracterizat de:
o directie: perpendicular pe directiile lui @ gi b;
o sens: dat de regula burghiului/requla mdinii drepte;

o marime: ||ax b|| = ||a|| [|b|| sin o, unde o este unghiul cel mai mic dintre @ i b.

21

Propozitia 6 Produsul vectorial x : E3 X E3 — E3 are urmatoarele proprietati:
1. anticomutativitate: @ x b= —b x a, ¥a, b € Es;
2. aditivitate: a x (b+¢) =axb+ax ¢, Va,b,c e Es;
3. omogenitate: a x (ab) = (a@) x b= aa x b, Va,b € &,Ya € R;
4. dacd @ si b sunt nenuli, atunci @ x b=0 < a si b sunt coliniari.



Expresia in coordonate: Fie a = air+ asj + ask, b = b7 + boj + bsk. Pentru a determina
expresia in coordonate a produsului @ x b, calculam intai cu ajutorul definitiei, produsele 7 x 1,
TX gy Xk

=

ol =
R (S
|

o

—k
j - 0

ENEENIEN R

Folosind apoi liniaritatea lui x in fiecare argument, obtinem, prin calcul direct:
axb= (agbg — (J,gbg)f— (a1b3 — a3b1)j + (a1b2 — agbl)fﬂ. (6)

Ultima egalitate se poate rescrie sub forma unui determinant formal:

) T j  k
axb=|a as as|. (7)
b1 ba b3
Aplicatiile produsului vectorial:
1. Aria paralelogramului cu laturile @ si b este A(a 5) = ||EL X EH .

_ 1 _
2. Aria triunghiului cu laturile a@ si b: Ax = 3 laxb|.
3. Daci o L @, 7 L b, atunci ¥ este coliniar cu @ x b: INER, ¥ = \a X b.

2.3 Produsul mixt a trei vectori

Definitia 7 Produsul mixt al vectorilor a, b, ¢ € E este numdarul real:

(@,b,¢) =a- (bxc).

Proprietatile produsului mixt vor deveni imediate, dacd descoperim mai intai expresia lui in

coordonate carteziene. Fie, pentru aceasta, fie: a(a1,az,a3), b(b1,b2,b3), ¢(c1,c2,c3). Calculaim
intai produsul vectorial b x ¢ :

ik
by b3 | =
€1 C2 C3

|

by b3
C2 C3

by b3
1 C3

b1 by

1 C2

Jj+

k.

S
X
Ql
I
>
S

Avand expresia in coordonate a lui b x ¢, putem calcula produsul scalar @ - (b x ¢) :

a a Qa,

e by bs by b by by | |t 028

a-(bxc)—a1 — a2 + as = bl b2 b3
Cy C3 1 C3 1 C2

Ci C2 C3

Am demonstrat astfel:



Propozitia 8 Intr-un reper cartezian, produsul mizt are expresia:

B a1 az as
(a,, b, 5) =| b by b3 |. (8)
C1 C2 C3

Prin urmare, proprietatile produsului mixt sunt similare cu proprietatile determinantilor:
1) (dvba E) = 7(badvé)l (a b C) (C a, b)
2) Omogenitate: (aa,b,c) = (a ab,¢) =

, 0, ng ac) = afa, b, c).
3) Aditivitate: (a+ d,b,¢) = (a,b, c) (d,b,2).

Aplicatiile produsului mixt:

1. Volumul paralelipipedului construit pe vectorii @, b, ¢: V), = |(C_L, b, E)’ .

2. Volumul tetraedrului construit pe a,b, ¢ (ca muchii necoplanare) este

3. (@,b,¢) = 0 < a,b,¢ coplanari.

Demonstratie:
1. Volumul paralelipipedului cu muchiile a@,b,¢ este Vp = ariag g - h, unde h = ||i_1|| este
indltimea corespunzitoare fetei (b, ¢).
Insg, pe de o parte, aria g = ||E X EH , iar pe de alti parte, vectorul h este perpendicular pe
fata (b, ), i.e., este coliniar cu produsul vectorial b X ¢ :
4bxCT

=1

e

(7]
Fie a = «(a, h) <(@,b x ¢). Presupunem, pentru inceput, ci o < 90°, adici, cosa > 0. Atunci,
marimea lui h este ||h|| = ||a|| cos ai,cu alte cuvinte,
V,, = || ||b x &||cosa = a- (bx &) = (a,b,e).
In cazul in care a > 90°, vom avea: h = ||| cos(180° — ) = ||@| |cos a|, respectiv, V, = |(a@,b,0)|

(iar produsul (a, b,¢) va fi negativ). Astfel, semnul produsului mixt (@,b,¢) depinde de orientarea

vectorilor @, b, ¢.
2 Volumul tetraedrului: In paralelipipedul (@,b,¢) "incap" 6 tetraedre identice.
3. (@,b,6) =04V, =0« a,b,c - coplanari.



2.4 Dublul produs vectorial

Dublul produs vectorial al vectorilor @, b, € £ este, prin definitie, vectorul @ x (b x ¢).

Propozitia 9 Pentru orice trei vectori a,b,¢ € Es, are loc egalitatea:

ax((bxe) =(a-e)b—(a-b)e (9)

In particular, a x (l_) X €) este un vector coplanar cu b sic.

Demonstratie: Alegem pe Az un reper cartezian, astfel incat planul 2Oy sa fie planul lui b si
¢. Cu reperul astfel ales, vom avea: b(by,bs,0), &(c1,co,0) si a(ay,az,az). Afirmatia rezulta apoi
prin calcul direct, evaluand separat cei doi membri ai egalittii (9).

Dublul produs vectorial satisface o proprietate importanta:

Teorema 10 (Identitatea lui Jacobi): Pentru orice trei vectori a,b,é € Es
ax(bxeé)+ex(axb)+bx(éxa)=0.

Demonstratie: Folosim expresia (9) pentru a exprima fiecare dintre produsele @ x (b x €), € x
(@ x b) si b x (¢ x a). Tinand cont de comutativitatea produsului scalar, termenii se vor reduce doi
cate doi si obtinem identitatea ceruta.

Consecinta: (&3, +, r, X) este o algebra Lie.

Observatie: Din relatia (9), observam ca produsul vectorial x : £3 X €3 — &£ nu este asociativ.
Mai precis, a x (b X ¢) este coplanar cu b i ¢, iar (?1 X b) X €= —C X (d X b) este coplanar cu a si
b, astfel incat, in general, @ X (b x ¢) # (ZL X b) X €.

3 Exercitii

Exercitiul 1 Fie A(1,2,0), B(1,2,1), C(3,0,1). Pentru triunghiul ABC, calculati a) lungimile
laturilor; b) unghiurile; ¢) aria; d) inaltimea din A.

Rezolvare: a) Avem AB(0,0,1), AC(2,-2,1), BC (2,-2,0), de unde gésim:

|4B|| = V02 +02+12 =1, ||AC|| = /22 + (-2)° + 12 = 3, ||BC|| = /22 + (-2)* + 02 = 2V2.

b) Unghiurile A gi B sunt date de: cos A = iBzg = 0-240-(=2)+1-1 = 1, cos B =
[4B|[[AC]] 1-3 3

BA-BC AB-BC ™ 1 ™ 1
———— = ——————— =0, prin urmare, B = —, A = arccos -, C = — — arccos —.
[BA[[|BC] [[BA]|[BC| 2 32 3

1 -
¢) Aria o calculdm cu ajutorul produsului vectorial, ca: Axapc = 3 HAB X AC|| . Avem:

i
AB x AC = 0

-2

=21+2] = |[ABxAC| =V22+22=2V2= Asapc=V2.

N O )
—_ = 3

IBC] - ha
2

d) Inaltimea h4 o obtinem din: Aaapc = ,ca: hy =1.



Exercitiul 2 Fie m,7i € & cu ||m| = 1, |7]] = 2 st L(m, 7)) = 60°. Determinati: a) lungimile
diagonalelor paralelogramului construit pe m gi 7v; b) aria paralelogramului cu laturile: @ = 2m + 7,
b=m — 3n.

Rezolvare: a) Diagonalele paralelogramului cu laturile m si 72 sunt dy = m + 7 si do = m — 7.
Avem:

|di]| = V'di-di =/(m+n)-(m+n)=Vm-m+m-n+n-m+n-n,

Folosind i - = ||| =1, @-a = |al> =4, m -7 =n-m = |m|| || cos(m,n) = 1, gisim
H le = \ﬁ; similar, |d2|| =/3.
b) Aria paralelogramului cu laturile @ si b este A(a 5) = Hd X I_)| , adica
A(M) =|2m+7)x (m—3n)|]|=|2m x M+ xm—6mxn—3nxa.
Insd, m x m = 7 x 7 = 0, m X s = —A X M, prin urmare: A(aE) = |"Ta xm| = T|nxm| =
7|all lml| sin (m, 7) = 7v/3.

Exercitiul 3 Demonstrati identitatea lui Lagrange:

(@- )2+ |jaxb|* = a|* ||p|”-

Rezolvare: Fie o = £(a,b). Identitatea rezultd din a-b = || al| ||b|| cos v, ||a x b|| = || @l| ||b]| sin .

Exercitiul 4 Gasiti A € R astfel incat vectorii a(1,2,3), b(2,0,2) si ¢(4,4,)) sa fie coplanari.
Pentru X\ astfel gasit, descompuneti pe ¢ dupa directiile lui a gt b.

1 2 3
Rezolvare: a,b si ¢ sunt coplanari dacd si numai daci (6,5, E) =12 0 2 |=0&s)=8.
4 4 A

Pentru A\ = 8, ecuatia vectoriali ¢ = aa + b admite solutia a = 2, 8 = 1, adics, ¢ = 2a + b.

Exercitiul 5 Determinati volumul tetraedrului ABCD, unde A(1,2,3), B(1,2,4), C(2,2,4), D(2,3,4)
gt distanta de la D la planul (ABC).

0
Rezolvare: Avem: (AB, 40, AD) = | 1 = 1= Vasop = ¢|(AB,AC, AD)| = ¢.
1

. — =

0

0

1

din D in tetraedru hp = 3Vascn = ivABci .
Aaapc  ||AB x AC||

Calculand AB x AC cu ajutorul formulei (7), gasim: ||AB x AC|| = |j||=1= hp =1.

Distanta de la A la planul (ABC) este indltimea

Exercitiul 6 Stiind ci (a,b,¢) = 1, calculati: (a,a+ b,a + c).

Rezolvare: Deoarece produsul mixt este distributiv fatd de adunare, putem scrie:
(@,a+b,a+¢c)=(a,a+b,a)+(a,a+b,c). Insa, (a,a+b,a) =0, prin urmare, (a,a +b,a +¢) =
(@,a,¢) + (a,b,6) =0+1=1.



Dreapta si planul in spatiu

Fiind dat un spatiu afin A = (M, V, ), prin subspatiu afin al lui A4 intelegem un spatiu afin
A= (M V' @), unde: M' C M, V' este subspatiu lui V; iar ¢ v« o este restrictia lui ¢
la M’xM'’. Echivalent, A’ este subspatiu afin al lui A dac# si numai daci pentru orice punct fixat
A e M, functia partiald ¢ (A, -) are drept imagine pe V': (A, M) =V".

In continuare, consideram spatiul afin As = (M, &3, ) al vectorilor geometrici, echipat cu un
reper cartezian {0, 7, j, k} - si vom studia subspatiile sale afine netriviale, adica, dreptele si planele.

1 Ecuatia planului in spatiu

1. Planul ce contine un punct si doua directii.

Fie M (z0, Y0, y0) € M un punct arbitrar si a(uy,us,us), 9(vy,ve,vs) € 3.

Notidm cu (7) planul care contine punctul M si directiile vectorilor @ si ¥ (echivalent, putem
spune cd (7) e paralel cu vectorii @ si v). Notdm cu P(z,y, z) un punct arbitrar in spatiu.

Fig 1: plan determinat de punct gi doud directii

Faptul c& P € () este echivalent cu aceea cd vectorii M P, @ gi ¥ sunt coplanari. Cu ajutorul
produsului mixt, aceastda conditie se scrie:

(MP,u,v) = 0;
in coordonate, tindnd cont c& M P(z — xo,y — Yo, 2 — 20), Obtinem:

Propozitia 1 Fcuatia planului (7) care contine punctul M (zo,yo,yo) §i directiile vectorilor
w(uy, ue, us), 0(vy,ve,v3) este:

T—=Zo Y=Y Z—%20
(’7T) : (751 U us =0. (1)
(% V2 VU3



Caz particular: ecuatia planului (ABC) ce trece prin trei puncte necoliniare
A(xa,ya,24), B(zp,yB,28), C(xc,yc, zc) o obtinem din (1), tindnd cont c& AB, AC' C (7) :

T —ZA Yy—ya Z—ZA

(ABC): | 2p—2a Yyp—Yya z2—2a4 |=0.
TC—TA Yo —Ya 2ZC —ZA

Ultima egalitate se mai poate scrie si sub forma:
x Yy oz
(ABC): | ¥4 YA =a

Ip YB Z<B
Tc Yo zcC

—_ = = =

2. Ecuatiile parametrice ale planului
Cu notatiile din Fig. 1, conditia ca M P, u si v sa fie coplanari se mai poate scrie si:
MP = X\u+ pv, \peR. (2)
Exprimand! aceastd conditie in coordonate, obtinem ecuatiile parametrice ale planului:
T =20+ A\u1 + pvg

(m) : Y =90+ Aug + pva . (3)
z = zg + Aug + pvs

3. Planul determinat de un punct si directia normala
Pentru a determina ecuatia unui plan in spatiu, este suficient sd cunoastem un punct
M(x0,Y0,¥0) In plan si un vector N(a,b, c) nenul si perpendicular pe plan, numit vector normal.

NABCO)

S& notdm cu () planul a carui ecuatie vrem s o determinam. Pentru un punct arbitrar P(z,y, 2),
conditia ca P s ii apartind lui () este echivalentd cu: N L M P, adicd: N-MP = 0. In coordonate,
aceasta se scrie:

a(x —xo) + by — yo) + ¢(z — z0) = 0. (4)

(ecuatia planului care trece prin M (zg, o, 20), avaind directia normald N(a,b,c)).

IConditia (2) ne spune ci P € () dacd si numai daci vectorul o(M, P) = MP apartine subspatiului V! < &3
generat de @ si U, altfel spus, p(M, (7)) = V', adicd planul (7) este un subspatiu afin 2-dimensional al lui As.



Efectuand calculele, fie in (4), fie in (1), vom obtine intotdeauna o ecuatie de tipul
ar+by+cz+d=0, (5)

unde a,b,¢,d € R (cu a,b, ¢ nu toti nuli), numitd ecuatia generald a planului. Reciproc, orice

ecuatie de gradul 1 in z,y, z descrie din punct de vedere geometric un plan in spatiul As.
Observatie: Coeficientii lui z,y si z din ecuatia generald a planului reprezintd coordonatele

unui vector normal la plan. De exemplu, planul 2 + 3y — z +5 = 0 are directia normals N (1,3, —1).
Exemplu. Ecuatiile planelor de coordonate:

(x0y) : 2=0, (yOz): =0, (x0z):y=0.

2 Ecuatiile dreptei in spatiu
A. Dreapta ca intersectie de plane

In spatiu, o dreapti este unic determinati de intersectia a doud plane neparalele si distincte.
Cu alte cuvinte, ea poate fi reprezentata de un sistem de forma:

(m1): ez +by+c1z+di =0 (6)
(7T2)2 1121'+b2y+622+d2:0 ’

Teorema 2 Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Intersectia (m1) N (72) este o dreapta.
(ii) Vectorii normali Nyi(ay,b1,c1) L (m1) si Na(ag, ba,cz) L (m2) sunt necoliniari.
(#ii) Sistemul (6) este compatibil simplu nedeterminat.

Demonstratie: (i) < (i7) : Dacd (1) N (72) este o dreaptd, atunci, (1) # (72), ceea ce implicd
N # Ny. Reciproc, dacid Ny # Ny, atunci, planele (71) si (72) nu pot nici si coincida, nici si fie
paralele (deoarece, in ambele cazuri, am avea N; || N3); prin urmare, singura posibilitate ramasi
este ca (m1) N (mw2) si fie o dreapta.

(#3) < (#47) : Analiz8m sistemul liniar (6). Fie

ap b1 1 ap by o —dy
A= , A=
az by e az by ca —d
matricea, respectiv, matricea extinsa a acestuia. Observam c& macar unul din coeficientii a4, by, c1,
respectiv, macar unul din coeficientii ag, ba, co trebuie si fie nenul (altminteri, cele doud ecuatii nu
ar reprezenta plane). Prin urmare, intotdeauna avem rangA > 1, iar sistemul (6) se afli intr-una

din urmatoarele situatii:
a) Compatibil simplu nedeterminat, dacd: rangA = 2, ceea ce este echivalent cu:

NQ#CMNl, Va e R = Nl HNQ.
b) Compatibil dublu nedeterminat, dacd: rangA = rangA = 1, adici au loc proportionalititile:

ai b1 C1 dq

= (7)

as by o do’



(in particular, Ny || Ny). In acest caz, cele doud ecuatii ale sistemului se pot obtine una din cealalt
prin amplificare cu un scalar, adica, sunt echivalente. Geometric, ele reprezinta acelasi plan.
¢) Incompatibil, dacd rangA = 1, rangA = 2, adica:
a1 bl C1 dl
b_a_aud, (5)
a9 b2 Co dg
(in particular, Ny || N3). In acest caz, cele doua ecuatii reprezintd doud plane paralele.
Din cele de mai sus reiese ci: Ny # No < sistemul (6) este compatibil simplu nedeterminat.

B. Dreapta determinata de un punct si un vector director

O altd modalitate de a descrie o dreaptd in spatiu este de a preciza un punct M (z, yo, 20) pe
dreaptd si un vector liber ©(l,m,n) paralel cu aceasta (sau, echivalent, continut in dreapts), numit
vector director al dreptei.

v, m, 1) ()

Mx, 4, %)

Un punct arbitrar P(z,y, z) se afli pe dreaptd, dacd si numai dacd M P(x — zo,y — Yo, 2 — 20) este
coliniar cu o(l, m,n), adicd existd un ¢ € R astfel incat:

MP = to. )
Scriind ultima relatie? in coordonate, obtinem ecuatiile parametrice ale dreptei:

T =z + It

Yy =yo+mt (10)

z=2zy+nt

Eliminand parametrul ¢ din egalitatile (10), obtinem doud ecuatii independente in z,y, z :

w—xozy—yozz—zo (11)

l m n

numite ecuatiile canonice ale dreptei in spatiu.

Exemplu: Ecuatiile axei Oz. Pe (Ox) cunoagtem punctul O(0,0,0) si vectorul (1,0,0), de
unde rezulta
z—0 y—0 =2z-0

10 0

Observatie: Ecuatiile (11) (ca, de altfel, si mai sus, (7), (8)) trebuie intelese ca relatii de pro-
portionalitate, adicd, este admisa formal scrierea lui 0 la numitor. Aceasta nu inseamnd ca vom
face tmpartire la 0, ci doar este o scriere mai simpld a faptului cd numaratorii si numitorii sunt
proportionali - adici, numiritorii respectivi sunt si ei nuli. In exemplul de mai sus:

Ox):z=t, y=0, z=0.

(Oz) : =t, teR. (12)

y=0

Dreapta (Ozx) poate fi descrisd si ca intersectia planelor (zOy) si (xOz), adicd, (Ox) : { L =0

2Din (9), observim ci P € (d) & M P apartine subspatiului lui £3 generat de vectorul 7; cu alte cuvinte, dreapta
(d) este un subspatiu afin 1-dimensional al lui As.



3.1

3.2

Unghiuri si distante in spatiul Aj

Unghiuri

. Unghiul dreptelor (d;) si (dz2) este unghiul cel mai mic dintre directiile vectorilor directori

U1 si U ai celor doud drepte. Notand acest unghi cu a € [0°,90°], g&sim:

|01 - Do

CoOSx = ————.
[oa]] - [loz |

. Unghiul a dintre o dreapta si un plan este complementul unghiului dintre directia

vectorului director o al dreptei si cea a normalei N la plan:

o N
o]l - || V]|

cos(90° — a) =sina =

. Unghiul a dintre doua plane este egal cu unghiul cel mai mic dintre directiile normalelor

Nl §1 NQ : ’ B B |
Ny - No
[IN]- [

Ccosx =

Distante in spatiu

—
. Distanta dintre doua puncte A si B nu este altceva decat norma vectorului AB :

dist(A, B) = HEH = V(@5 — 24+ (y5 — ya)2 + (25 — 24 )2 (13)

. Distanta de la un punct M (zg,yo, 20) la o dreapti

xr — T Yy—Yy zZ— Z1
(@: T2 =

l m n

este egald cu indltimea in paralelogramul construit pe MM, si o(l, m,n) (unde M;(z1,y1, 21)
este un punct pe dreapta (d)):

dist(M, d) = ”M‘]\”{_}lx ol (14)

Mx,u,.2)

A vfi,m,n) - / (d)

jk'rl (xl’ yI JZI)




3. Distanta de la un punct M(zg, 3o, 20) la un plan
(m) tax+by+cz+d=0

este data de
_amg + byo + czo + d|

Va2 + b2 +c?

4. Distanta minima dintre doua drepte necoplanare este egald cu inaltimea din M; in
paralelipipedul construit pe vectorii My Mo, 01 i U2, unde M; si v; sunt puncte, respectiv,
vectori situati pe dreptele (d;), i =1,2:

(15)

dist(M, ())

|(My M, 01,5,)|
[[v1 x e

dist((dy), (dg)) = (16)

perpendic r,-l'.';':J/_,_,—}

comund

Exercitiul 1 Scrieti ecuatia planului care: trece prin punctul A(1,2,—1) gi: a) contine aza Oz; b)
este perpendicular pe planele (1) : x +y+22=0 gi (m2) : x —y + 3 = 0; ¢) este paralel cu planul
(m1); d) face cu aza Oz un unghi de 45°.

Rezolvare: a) Planul cautat contine: punctele A si O (prin urmare, vectorul 0A(1,2,-1)),
vectorul k (0,0,1) C Oz gi punctul O. Astfel, ecuatia lui este:

r—0 y—0 z—-0
1 2 -1 |=0&2z—-y=0.
0 0 1

b) Planul ciutat contine punctul A si normalele Ny (1,1,2) si No(1,—1,0) la cele dous plane,
conducéand la ecuatia:

r—1 y—2 z+1
1 1 2 =0 z+y—2—4=0.
1 -1 0

c) Planul ciutat si (1) au aceeasi directie normals, datd de N (1,1,2); astfel, ecuatia lui este:

Tz—1)+1(y—2)+2(z+1)=0& a+y+2z—1=0.



d) Fie N (a,b,c) normala la planul (7) ciutat. Unghiul a = £ (Oz, (7)) este dat de: sina =
‘]\7]2:’ _ |c] 1
INIIR - Vaz+ 02 +-c2 - V27
de solutii, (m):a(z—1)+b(y—2) Va2 +b?>(z+1)=0.

de unde gisim: ¢ = £v/a? + b2. Prin urmare, avem o infinitate

Exercitiul 2 Scrieli ecuatiile urmatoarelor drepte: a) dreapta (d) de intersectie a planelor: (m1) :
x—y=0 gi(m2) : 22 + 2z = 1; b) paralela prin O (0,0,0) la (d).

Rezolvare: a) In primul rand, si observam ca planele (1) si (72) se intersecteaza, intr-
adevar, dupd o dreaptd, deoarece normalele lor N;(1,—1,0) si No(1,0,2) sunt necoliniare. Pentru
a determina dreapta (d) = (w1) N (72), rezolvam sistemul format de cele doud ecuatii, obtinand

astfel ecuatiile parametrice (d) : © = t,y = t,z = —2t + 1. Eliminand apoi pe t, gisim ecuatiile
. z y z-—1
canonice: (d) : 1=1= 3
b) Fie (4) paralela prin O la (d) . Deoarece (9) || (d), vectorul director o (1,1, —2) al lui (d) este
vector director si pentru (¢), aga incat avem: (9) : % = % = %
.l . . . . A r—a Yy L
Exercitiul 3 Determinati parametrii o si 5 astfel incdt dreapta (d) : T = B =1 sa fie

continutd in planul (7) :x+y+ 2z = 3.

Rezolvare: Pentru ca dreapta (d) si fie continutd in planul (7), este necesar gi suficient si
fie indeplinite conditiile: (i) vectorul director @ (1,5,1) al lui (d) s& fie perpendicular pe normala
N (1,1,1) la plan, adici: N-9 =0« 1+3+1=0<« = —2; (ii) punctul M (a,0,0) € (d) si
apartind lui (7), adicd: « = 3.

Exercitiul 4 Fie punctul M(2,3,4) si dreapta (d) :
(d), simetricul lui M fatd de (d) si distanta de la M la (d).

— 8

% = % Determinati: proiectia lui M pe

Rezolvare: Proiectia M’ a lui lui M pe (d) este intersectia dintre dreapta (d) si planul (7)
perpendicular prin M pe (d) (i.e., planul care trece prin M sgi este perpendicular pe vectorul
7(1,1,1) C (d)):

=3)+1(z—4)=0 {m+y+z_9
&
r=t, y=t z=1

Rezolvand sistemul, gdsim ¢ = 3, respectiv, M’ (3,3,3). Pentru a determina simetricul M" al lui

. o . . . Ty + Ty

M fatd de (d), tinem cont c& M’ este mijlocul segmentului MM", adicd: zp = %,
—+ ” z —+ Zpr 4 . . . P

Yrr = w, 2y = % Inlocuind coordonatele lui M, respectiv, M’ in aceste relatii,

gasim M" (4,3,2). Distanta de la M la (d) o putem gasi in doud moduri, fie ca norma vectorului
MM ', fie cu ajutorul formulei (14); aplicAnd prima metoda, gisim: dist (M, (d)) = |[MM || =

VB-22+3B-37+3-4°= V2.

Exercitiul 5 Fie punctul M(2,4,3) si planul (1) : x + y + 2z = 0. Determinati: proiectia lui M
pe (m), simetricul lui M fata de () gi distanta de la M la (7).



Rezolvare: Proiectia M’ a lui lui M pe (7) este intersectia dintre planul (7) si dreapta (0)
perpendiculard prin M pe (7) (astfel, un vector director pentru () este normala N (1,1,2) a lui

(m)):

z—2 y—4 z-3 B _ B
M’:{(J)' T 1 =t @,{x—ﬂr?, y=t+4, z=20+3

2 _
(m):x+y+22=0 z+y+2:=0
Solutia acestui sistem este t = —2, adici, M’ (0,2,—1). Simetricul M" al lui M fati de (m) il
s - i _ TM T+ Tm _ Ym T Ymr _ AM T+ Zmv
gasim apoi din relatiile: xpyy = ——, yppp = ———, zp;y = ————, care conduc

la: M” (—2,0,—5). Distanta de la M la (7) o putem gési din nou, in doud moduri, fie ca norma
vectorului MM, fie cu ajutorul formulei (15); aplicAnd oricare din aceste doud metode, obtinem:
dist (M, (7)) = 2v/6.

T —2 1 =z
Exercitiul 6 Determinati: a) dreapta perpendiculara pe Oz si pe (d) : — = % = — gi care
le intersecteaza pe ambele (perpendiculara comund a celor doud drepte); b) dreapta care trece prin

A(1,2,3) i intersecteazd pe Oz si (d).

Rezolvare: Identificim mai intai cAte un punct si un vector pe fiecare din cele doua drepte

date: Oz : 0(0,0,0),k(0,0,1), respectiv, (d) : M (2,—1,0), ©(1,3,4). a) Perpendiculara comuni

) v gk ]
(01) are ca vector director produsul vectorial k x v = | 0 0 1 | = =37+ j. Mai mult, (J;) se
1 3 4

afld la intersectia dintre planul (1) care contine Oz si vectorul k x o, respectiv, planul (m3) care
contine pe (d) si vectorul k x v. Astfel: (m1) contine pe: O (0,0,0), k si k x 9, iar (72) contine pe:
M (2,-1,0), 9, k x 0, de unde gasim:

T Yy =z r—2 y+1 =z (
) B ) B . m):x+3y=0
(m1) : _03 (1) (1) =0, (m): _13 i) zé =0 :>(d).{ (r2) 2 4 6y — 52 42 =0

b) Dreapta ciutatd (d2) o gisim ca intersectia dintre planul (73) care contine pe A si pe Oz (adic4,
punctul O si vectorii OA (1,2,3) si k(0,0,1)) si planul (74) care contine pe A si (d) (adic&, punctul
A si vectorii AM (1,—3,—-3) si ©(1,3,4)). Scriind ecuatiile celor dou# plane cu ajutorul formulei
(1), gdsim:
(62) { (m3): —2z+y=0
(my) :3x+Ty—62+1=0

Exercitiul 7 Scrieti ecuatiile tuturor planelor: a) paralele cu (7)) : ax + by + cz +d = 0; b) care

contin dreapta (d) : { Pri=aiz+bhy+az+d =0

Py = ap + oy + caz + dy = 0 (fasciculul de plane care contin pe (d)).
2 1= a2 2 2 2 =

Rezolvare: a) Planele paralele cu (7) au aceeasi directie normald N (a,b,¢) cu (7) - adica,
acelasi coeficienti ai lui z, y, z; prin urmare, vor avea ecuatii de forma: (7)) : ax +by+cz+d = A,
unde A € R\ {0} . b) Deoarece (d) este o dreaptd, conform Teoremei 2, sistemul P, = 0, P, = 0 este
compatibil simplu nedeterminat (cu notatiile din demonstratia teoremei: rang (A) = rang (4) = 2).
Un alt plan (7), dat de ecuatia P := ax+by+cz+d = 0 contine pe (d) dacd si numai daci sistemul
obtinut prin addugarea ecuatiei P = 0 la acesta este tot compatibil nedeterminat (adicd, rangul lui
rdmane 2). Aceasta se intampld dacd gi numai dacd o, 5 € R astfel incat: P = aP; + 5Ps.



1 Conice. Definitie si exemple
Prin sectiune conici (pe scurt, conicd), intelegem o curba plani descrisd in coordonate carteziene
de o ecuatie de gradul al doilea:

a117” + 20127y + a22y” + 20137 + 2a23y + aszs = 0, (*)

unde a;; € R, 4,5 = 1,2,3 si cel putin unul din coeficientii termenilor de grad doi nu se anuleaza.
Ecuatia (*) se numegte ecuatia generald a conicelor. S& vedem, in continuare, cAteva exemple.

1.1 Elipsa

Elipsa este definita ca multimea punctelor M din plan cu proprietatea ca suma distantelor lui M
la doud puncte fixe F, F’, numite focare, este o constantd 2a:

[FA| + [[F7M || = 2a. (1)

Pentru a deduce ecuatia elipsei, vom alege reperul {O,7,j} in mod cit mai convenabil, si anume:
vom alege drept axd Oz dreapta F'F’, orientatd de la F’ citre F, iar originea O o vom alege ca
fiind mijlocul segmentului FF’. Astfel, vom avea: F(c,0), F(—c,0), unde ¢ > 0 este o constanta.

Observatie: Din inegalitatea triunghiului deducem c&, pentru a avea solutii, M, este necesar
ca a > ¢; mai mult, cazul cAnd a = c este trivial (in acest caz, FMH + HF’MH = HFF’ , iar M
va apartine dreptei F'F’), aga incat vom considera in continuare a > c.

Fie M(z,y) un punct mobil pe elipsi. Avem: |FM| = (z— ) + 92, |F'M|| =

\/ (@ + ¢)? + 92, iar relatia (1) devine:
V=) +12=2a— /(x4 +y2

Ridicand la patrat ambii membri i dezvoltand binoamele la patrat, gasim:

—2cx = 4a® — da\/c® + 2cx + 22 + 2 + 2cx = cx +a® = a\/2 + 2cx + 22 + 2.

Ridicand din nou la pitrat, ultima egalitate se rescrie: (a? — ¢?)a? + a?y? = a?(a? — ¢?). Deoarece

a > ¢, avem: a? — c? > 0, ceea ce ne di dreptul si notim: b? := a? — c?. Impértind egalitatea de
mai sus prin a?b?, obtinem:

Propozitia 1 (Ecuatia canonicd a elipsei): Pentru orice elipsd, existd un reper cartezian in
plan, in care ecuatlia acesteia are forma:

1‘2 2

Yy
St =L (2)

.

elipsa cu a = 3,b =2



Numerele a gi b poartd numele de semiaza mare, respectiv, semiaza mici a elipsei. Focarele F(c,0),
F'(—c,0) se afld pe axa Oz, avand abscisele date de:

c=+Va? — b2

Observatii:
1. Pentru a = b = R, obtinem cercul de centru O(0,0) si raza R : 2> + 3> = R%
2. Daci a < b, atunci focarele sunt pe axa Oy, mai precis: F(0,c), F’'(0,—c), cu ¢ = vVb*> — a?.

3. Elipsa nu poate fi descrisi ca fiind graficul unei functii y = f(z). Motivul este faptul ci o
dreaptd verticald x = x¢ nu poate intersecta graficul unei functii in doud puncte (deoarece
aceasta ar Insemna ca f(zg) sd aibd doud valori distincte). Ea este reuniunea graficelor a

doud functii f12: (—a,a) = R, fi(z) = S\/a2 —22 >0, fo(z) = —S\/a2 — 22 <0.

1.2 Hiperbola

Hiperbola este definitd ca locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea cd modulul
diferentei distantelor lui M la dou puncte fixe F, F’ este o constanti 2a:

e | 2

Alegand reperul 2Oy ca mai sus, adicd, axa Oz ca fiind dreapta F'F’ orientatd de la F’ cétre
F, iar O, mijlocul segmentului FF’, avem, din nou, F(c,0), F'(—c¢,0), printr-un calcul asem&nétor
cu cel din cazul elipsei, obtinem:
Propozitia 2 (Ecuatia canonicd a hiperbolei): Pentru orice hiperbold, existi un reper
cartezian in care ecuatia acesteia are forma canonica:
2?2
a? b

unde b > 0 este definit de relatia: ¢ = va? + b2.

-1=0, (3)

Numerele a si b poartd numele de semiazele hiperbolei.
Observatii:

1. Hiperbola admite doua asimptote, de ecuatii:

b b
Ty = - Dy =——x. 4
(@) 1y =—z, (a2): y=-—2 (4)
2 22
2. Curba pland > — — — 1 = 0 este tot o hiperbold cu semiaxele a,b si focarele

a
F(0,c¢), F'(0, —c) € Oy, numitd hiperbola conjugatd lui (3).



\\ 4T //
Seot=7"
\\__/
6 4,2 1t 214 6
/lé < X
// -4 N
2?2 2?2
hiperbola — — = —1=0 ; 4=
iperbola 1 hiperbola 9 + 1 1=0

1.3 Parabola

Parabola se defineste ca locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea ca distantele lui
M la un punct fix, numit focar si o dreaptd fixd, numitd directoare, sunt egale.

Pentru a deduce ecuatia canonicd a parabolei, notdm cu F' focarul i cu (d) directoarea acesteia.
Alegand ca axd Ox perpendiculara prin F pe (d) si ca origine, mijlocul segmentului determinat de

F si proiectia sa pe (d), obtinem: F(g, 0), (d):z= fg, unde p > 0:

(d)

Fie M(z,y) un punct mobil pe parabold. Definitia acesteia e echivalents cu:
|FM|| = dist(M, d).

(x— B)Q +y? = ‘x + g‘ . Ridicand ambii membri la patrat si

Insi, dist(M,d) = ‘x +§ 5

, adici:
reducand termenii asemenea, obtinem:

Propozitia 3 (Ecuatia canonicd a parabolei): Pentru orice parabold, exista un reper cartezian
in care ecualia acesteia are forma
y? = 2px.

Punctul O(0,0) se numeste vdrful parabolei, iar Oz, axa sa de simetrie.



2 Reducerea la forma canonica a ecuatiilor conicelor

In cele ce urmeaza, vom arata ca o ecuatie de grad 2 in z si y poate descrie geometric doar: o
elipsd, o hiperbold, o parabold, una dintre conicele degenerate (o pereche de drepte, o dreaptd sau
un punct), sau multimea vida'. Mai precis, vom demonstra:

Teorema 4 (Clasificarea izometrica a conicelor): Fiind datd o conica arbitrard:
(T) : anz® 4 2a100y + asey® + 2a137 + a3y + ass = 0, *)

intr-un reper cartezian R = {0,7, j} existd o rototranslatie R — R' := {O',7,j'} a reperului astfel
incdt, tn noile coordonate (z',y'), ecuatia conicei devine una din urmdatoarele:

2 /2 2 /2
1. Elipsa 1:72 + y—2 =1 5. Punct dublu z—Q + y—2 =0
a b a b
33/2 y/2 $l2 y/2
2. Hiperbola — — i 1 6. Reuniunea a doud drepte concurente — — i 0
a a
3. Parabola y'* = 2pax’ 7. Reuniunea a doud drepte paralele y'? = 1
2 12

4. Multimea vida 9% + %—2 +1=0 8 Dreapti dubld y'* =0
a

9. Multimea vida y'? = —1
sau una din ecuatiile obtinute din 1.-9. prin interschimbarea lui x’ cu y'; acestea poartd numele
de ecuatiile reduse sau canonice ale conicelor.

Inainte de a demonstra Teorema 4, si justificim interpretarea geometricit a ecuatiilor 5.-8.:

Ecuatia 5. este echivalentd cu 2’ = 0,3 = 0, altfel spus, ea reprezintd punctul
O' (' =0,y =0). Numele de punct dublu povine din faptul cd =’ = 0,y = 0 este o radddcind
dubla a ecuatiei.

/ / / /
Ecuatia 6. este echivalenta cu (z + ZZ) <x — ‘Z) =0, adica, cu:
a a

! !
£+?i:0 sau
a b

~

~0. (5)

x’
a

SHES

Prin urmare, un punct P(z’,y’) apartine conicei 6. daci gi numai daci se afli pe dreapta (d) :
/ / / /

% + % = 0 sau pe dreapta (ds) : % - % = 0, adicd, P € (d1) U (d3). Similar, conica 7. este

reuniunea dreptelor paralele ¢y’ = 1 si ¥’ = —1. Ecuatia 8. reprezintd ecuatia axei O'z’.

Demonstratia Teoremei 4: Pentru a reduce ecuatia generald (*) la una din ecuatiile canonice,
vom proceda in doi pasi:

L. Eliminam (daca existd) termenul in zy; vom vedea ci acest lucru este intotdeanua posibil
printr-o schimbare de baze (mai precis, o rotatie) {O,7,j} — {O,7,j'}.

2. In ecuatia obtinut# la punctul 1 elimin&m (pe cat posibil), termenii de gradul 1, cu ajutorul
unei translatii {O,7,j'} — {O',7,4'} a reperului intr-un punct O’ convenabil ales.

INumele de (sectiune) conici provine din faptul ci toate aceste curbe (cu exceptia reuniunii a dous drepte
paralele) pot fi obtinute prin intersectia unui con circular drept cu plane.



Pasul 1: Eliminarea termenului in zy. Presupunem? a5 # 0 si considerim forma p#tratica

h:R? - R, h(x,y) := a112? + 2a127y + azy? (ce congine termenii de grad 2 din ecuatia lui (T')).
In scriere matriciala:

A(““ “12>, X(”y”);» h(X)=X'AX. (6)

a12  a22

Eliminarea termenului in xy este echivalents cu reducerea lui b la forma canonicd b = A1 Z2 + \a32,
adicdl, cu diagonalizarea matricii A; deoarece A € My (R) este o matrice simetricd, stim din Algebra
liniara ca acest lucru este intotdeauna posibil, prin metoda transformarilor ortogonale:

e Numerele A, A2 € R sunt valorile proprii ale lui A, adica, solutiile ecuatiei caracteristice:
det (A= M) =0 X —tr(A)A+det A=0. (7)

In ipoteza noastri aia # 0, valorile proprii A1, Ao sunt intotdeauna distincte; intr-adevar,
presupunand A; = A, ar trebui ca discriminantul A al ecuatiei (7) si fie 0, adicd: A =
(a1 + ags)? — 4 (a11a22 — a?y) = (a11 — ax)? + 4a2, = 0, ceea ce implicd a;2 = 0, in con-
tradictie cu ipoteza. In particular, multiplicitatea lui A; si A2 este my, = my, = 1.

e Deoarece A1 # Ag, subspatiile proprii Sy, = {X | AX =\ X}, ¢ = 1,2, sunt ortogonale,
adicd, Sy, este complementul ortogonal al lui Sy, in spatiul vectorial euclidian &. Mai mult,
deoarece 0 < dim Sy, < my, = 1, gdsim cd dim Sy, = 1, ¢ = 1,2. Prin urmare, o bazd
ortonormatd diagonald B’ = {7/, '} pentru A o obtinem alegand cate un vector de lungime 1
arbitrar in S),, respectiv, in Sy, .

. . - v o . _ . - . .
e Fie v € Sy, \{0} arbitrar i 7 := Gl versorul sdu. Egalitatea ||7’|| = 1 implicd existenta unui
v
a € [0,27) astfel incat:
7 = cos ar + sin aj.
Definind apoi j' := —sina7 + cosaj, observam ci j' -7 = 0, adicd, j/ 1 7, de unde rezulti
cd j' € S,,; mai mult, {indnd cont ci ||j’|| = 1, obtinem c& B’ = {7, j’} reprezintd o bazi
diagonald ortonormatd pentru A.

e Matricea de schimbare a bazelor:
S:< cos o —sina ) (®)
sina  cosa
este interpretatd geometric ca matricea unei rotatii de unghi « a axelor de coordonate (si
verificd relatiile: det S = 1, S~ = S*). Notand cu (Z,y) coordonatele in noul reper cartezian
{0,7,7'}, si cu X = (%,7)" i inlocuind pe (z,y) din relatia X = SX in ecuatia lui (T),
aceasta se va rescrie sub forma:
(T) : M2 + Xo? + 2437 + 20,7 + ahs = 0, (9)
unde expresiile exacte ale lui a}3, a53, a5s € R (ce nu le listdm aici explicit) pot fi determinate
prin calcul direct.

Conventie: Numerotarea standard a valorilor proprii A1, A2 este astfel incat semnul lui A; — A
sa coincida cu semnul lui aqs.

2DacH a2 = 0, trecem direct la Pasul 2.



Pasul 2: Eliminarea termenilor de grad 1. Pentru aceasta, vom incerca si grupam in (9)
binoame de forma:

xl ::%_%Oa y/::'j_507 (10)

(cu xo,y0 € R constante), la pitrat. Ecuatiile (10) reprezintd o translatie a reperului in punctul
O'(z = 70,9 = o)

e Cazul 1 (conice cu centru): A\, Ay # 0. Fortdm pe A1, Ay in factor:

2 2
PR C EY N UV
DY A2 ’

/

. 2 @~ @ 2 2 a3~ | (h3\2
M) M (@) +2=22+ (52)7 [ ()" +20+ (52)7 | +a
)\1 )\1 >\2 AQ

ceea ce ne permite s rescriem ecuatia (9) ca: (I') : Ay (:E + )\13> + A2 (y + )\23) +ays =0,
1 2

(a13)”  (ahs)” : :
unde: afy = a4y — —=— — —=—. Astfel, prin translatia
M A2
/ ~ a/13 / ~ a/23
a’. L.
a reperului in O’ (%o = —%,ﬂo = —%) (numit centrul conicei), ecuatia lui (I") se rescrie:
1 2
2 2
AL (@) 4 A2 (¥) + agy = 0. (12)

Dupi o eventuald impértire cu —a%; (dacd afs # 0), egalitatea (12) devine una din ecuatiile
1.,2.4., 5. sau 6.

e Cazul 2 (conice fard centru): A\ =0, Ay # 0. Ecuatia lui (T') este, in acest caz,
(1) Xo (5)° + 20457 + 20y + s = 0. (13)
In acest caz, nu putem grupa un binom z’ =  — ) la pitrat.

— Daci a); # 0, atunci, putem totusi obtine un astfel de binom la puterea 1:

2 a3 ~ | (Gh3\o Iy (a’23)2
I = A |(®) +2/\—y+()\—) +2a13T +az3 - ——— =0 (14)
2 2 2
2 2
_al . al (ahs)
) : A ) 33 _ 2| . 15
R N A (15)
. al (a/ )2 al
In urma translatiei reperului in punctul O’ (7 = — 33 4 2 5= _ 2 | .
20,13 2@13/\2 /\2
’ ajss (0/23)2 / ahs
=z — =y+ = 16
v T 20/13 2(1/13)\2 ’ Y y + )\2 ’ ( )
ecuatia lui (T') devine ecuatia 3. a unei parabole cu varful O’:
X () + 2d,57" = 0. 17
13



— Daci a); = 0, atunci, T este absent din ecuatia lui (T') :

s 1° (ahs)?
(T): X2 [T+ 2| +ags — =0, (18)
A2 A2
! /
iar prin translatia: ' =2, ¢ =y+ 923 4 O(z=0,y = —%) a reperului, ecuatia
2 2

conicei se rescrie

/ 2
a e . "
unde: afs = aby — % Aceasta reprezintd una din ecuatiile 7., 8. sau 9.
2

Cazul cand Ao = 0, A1 # 0 este complet similar, in acest caz, obtinem aceleasi ecuatii (3., 7., 8.,

9.), doar cu rolurile lui 2’ gi y’ interschimbate, iar situatia Ay = A2 = 0 nu este posibild, deoarece
in acest caz, am avea A = 0, adicd (T') nu ar mai fi o conici.

3 Exercitii

Exercitiul 1 Aratati ci tangentele intr-un punct M(zo,yo) al conicelor de mai jos au ecuatiile

obtinute prin "dedublarea” ecuatilor lor (i.e., inlocuind x? — xxq,y? — yyo, T > z+ o ):
’ conica \ dreapta tangenta ‘
2 )
Y TTo | YYo
E):—+L =1 20 2y
( ) 22+ b22 (12 b2
T Y TTo  YYo
H):=-L =1 202 g
(H) (122 b2 a2 b2
(P):y° =2px yyo = p (z + x0)
. Gy y TZo | YYo s N
Rezolvare: (i) Ardtam ca (d) : —- + ok 1 coincide cu tangenta (tg) in M la (E). Pe de o
a
2 2
Lo , Y%

parte, ipoteza M (zo,y0) € (E) < — + =i 1 implica faptul c& M € (d) . Pe de altd parte, panta
a

tangentei o obtinem explicitand pe y = f(z) din ecuatia elipsei, apoi calculand m:, = f’ (z0);
aceasta se poate face cu ajutorul Teoremei functiilor implicite:

2y F! b2z
F(z,y) =g p T fl(xo):_ﬁ(w()vyo):aQyoa
Yy

b
(alternativ: calculand f (x) = :I:E\/ a? — x2, apoi derivand pe f si folosind M (zg,y0) € (F) = yo =

bzl'()

b
+—+/a? — z§ pentru a elimina radicalul). Observim c& m;, = —— = mg; deoarece (d) si (tg) au
a a

in comun punctul M, obtinem c& (tg) = (d). (i) si (i) se rezolvi similar.
2 2 b

Exercitiul 2 Ardtati ca hiperbola % s 1 are asimptotele (a1) : y = —x, (a2): y=——=x.
a a a



b
Rezolvare: Explicitand pe y = +—+vx2? — a? din ecuafia hiperbolei, observim cé aceasta
a
b
este reuniunea graficelor a doud functii f12 : (—o0, —a] U [a,00), f1(z) = —vz?2 —a?, fo(z) =
a
b
——+vx? — a?. Graficele acestor functii admit ambele asimptote oblice (a) : y = mx 4+ n atat la +oo,
a
fi(x)

cat sila —oo, unde m = lim ,n= lim (f;(z)—mz),i=1,2. Inlocuind pe rand, valorile
r—+oo I r—+o00

lui f1 gi fo s, respectiv, © — 0o, © — —o0, gisim m = £—, n = 0, adicd, ecuatiile lui (a;) si (a2).
a

Exercitiul 3 Fie (P) o paraboli cu focarul F. Ardtati cd, pentru orice punct M € (P), unghiul
dintre tangenta la (P) in M si MF este egal cu unghiul dintre aceastd tangentd si paralela prin M
la aza de simetrie a lui (P).

Nota: Proprietatea de mai sus se numeste proprietatea optica a parabolei si este interpre-
tatd fizic astfel: Orice razd paraleld cu axa de simetrie a parabolei este reflectatd prin focar.

Rezolvare: Fie (P) : y?> = 2px parabola cu focarul F (g, 0) € Oz si M (x0,y0) € (P) arbitrar:

M/ (d)

mmprp — Mg

Unghuril = 4L ((tg),MF) ¢i o/ = £L((d), (¢ t tele: tga =
nghurile « ((tg) ) si « ((d), (tg)) au tangentele: tga T a—

, tga' =

Mty — My
1+ migmyg
la axa de simetrie Oz prin M (si are astfel, panta mg = 0) iar pentru dreapta M F, gdsim myp =
Yr—9m _ _—to . Inlocuind valorile lui masr, Myg $i Mg In tga, tga’ si tinand cont c& yé = 2pzo,
Tp — T M — —x

2

obtinem: tga = tga’ = ﬁ, de unde rezulti o = o'.
Yo

, unde: dreapta tangentd (tg) : yyo = p (x + x¢) are panta my; = 2, (d) este paralela
Yo

Exercitiul 4 Fie conica (T) : 4vy — 3y*> + 42 — 14y — 7 = 0. a) Reduceti ecuatia lui (T') la forma
canonica, recunoasteti si desenati conica. b) Determinati centrul, azele si asimptotele lui (T') .

2 =3
Ecuatia caracteristicd: det (A — A\3) =0 < AN 43\—4 = 0, are radacinile A\ = 1, Ay = —4. Vectorii
proprii corespunzitori lui A; = 1 sunt dati de ecuatia matriciali AX = 1X (unde X = (z,%)"),
ceea ce conduce la: Sy, = {(2a,a) | @« € R}. O bazd in Sy, este. astfel, v = (2,1), iar o bazi

a) Pasull. Matricea formei pitratice h (z,y) = 4xy — 3y? asociate lui (T') este A = < 0 2 ) .



ortonormatd in Sy, este datd de 7 = 7=

2 1
(\/5, \/5> , de unde deducem: cosa =

il

1
sina = ﬁ Matricea de schimbare de baze este datd de ecuatia (8), de unde gasim:
2 1 1
. — —— _ x=—(22—79)
cosa —sina X=5X
§= ( sina  cosa > - \{3 é/g = 15 ~ ' (19)

= = y= = @+2)
V5 VB V5

2 . <A . . . ~92 6 ~ ~2 32 ~

Inlocuind aceste valori in ecuatia lui (T'), obtinem: (T') : 2% — —=Z —4y* — —y — 7 =0.

Pasul 2. Formam binoame la patrat in ecuatia lui (T'):

N NG

3 1
. Conica este o hiperbold cu a = 1,b = 3 si centrul

~ 6 . 9 8§ . 16
(:132—90+> —4<g72+y+>+420 e [):2?—4y? +4=0,

/_~_|_i
AV

unde 2/ == T — —,y

b) Metoda 1: Centrul O’ al conicei are coordonatele Ty = ; Inlocuind pe Ty

B o4
\/573/0_ \/57
y =0

~ - 4
gt go In (19), obtinem: O’ (xg =2,y9 = —1). Axele conicei sunt O’z’ : &y = 7 si
- 3 . . : . . o
Oy :2' =0« 7 = ——. Apoi, folosind transformarea inversi lui (19), adicd: X = S71X =

1 Vs 1

S X 2= -—=02rx+y), ¥ = —= (—z +2y) si inlocuind in ecuatiile lui O’z’, respectiv, O'y’,
7 2z+y),y \/5( y) s p

gasim: O'z’ : 2 —2y—4 =0, 0"y : 2z +y — 3 = 0. Procedand similar, ecuatiile asimptotelor: (aq) :

/ /

y = %x', (ag) : y = —%x’ devin, in coordonatele (z,y): (a1): 4z —3y—11=0, (a2):y+ 5= 0.

Metoda 2: Centrul O (zg,yo) se poate gisi direct gi din ecuatia generald (*) a unei conice,
anr+appy+az =0
a12T + azy + azg =0
trec prin O’, de pante m, 2 date de: a1om? + (a11 — aga) m — a12 = 0, iar asimptotele sunt dreptele
prin O, cu pantele date de ecuatia asem? + 2a12m + a11 = 0.

coordonatele lui fiind date de sistemul: O’ : . Axele sunt dreptele care



IV.  INFORMATICA
1. Metoda Divide-et-Impera
- Conceptele tehnicii
- Algoritmi concreti: quicksort (oricare algoritm pentru pivot), mergesort, cautarea binare
- Complexitatea algoritmilor indicati

2. Heap-uri si cozi de prioritate:

- definitie heap, proprietati, heap-max/heap-min

- operatii de adaugare a unui element, extragerea elementului maxim, respectiv minim (in
functie de tipul heap-ului) dintr-o caoda de prioritati organizate ca heap

- complexitatea operatiilor pe heap (coada de prioritati)

- exemple corecte versus incorecte de heap

- algoritmul heap-sort

3. Arbori binari. Arbori binari cautare

- definitie arbore binar de cautare si proprietati

- notiunile de radacina, frunza, fiu, frate, parinte

- parcurgeri in latime si in adancime (preordine, inordine, postordine)
- exemple corecte

- inaltime minima / maxima a unui arbore cu n noduri

- numar minim / maxim de chei intr-un arbore de inaltime h

- operatia de insertie in arborele binar de cautare

- cautarea unei chei

- complexitatea operatiilor
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MIT Press 2022



Metoda Divide-et-Impera

Conceptele tehnicii

Metoda Divide-et-Impera este o tehnica algoritmica fundamentala care pre-
supune Impartirea unei probleme complexe in subprobleme mai mici, rezolvarea
acestora independent si combinarea solutiilor pentru a obtine solutia problemei
initiale. Aceastd metoda este utilizata pe scara larga datorita eficientei sale in
reducerea complexitatii problemelor.

Pasii principali ai metodei sunt:

1. Divide: Impartirea problemei in una sau mai multe subprobleme mai
mici.

2. Solve: Rezolvarea subproblemelor, de obicei recursiv.

3. Combine: Combinarea solutiilor subproblemelor pentru a obtine solutia
finala.

1 Algoritmul Quicksort

Quicksort este un algoritm de sortare eficient care foloseste metoda Divide-et-
Impera.

Pseudocod

Algorithm 1 Algoritmul Quicksort

1: procedure QUICKSORT(A, low, high)

2 if low < high then

3 pivot < PARTITION(A, low, high)
4: QUICKSORT(A, low, pivot — 1)

5 QUICKSORT(A, pivot + 1, high)

6 end if

7: end procedure




Algorithm 2 Functia Partition pentru Quicksort

1: function PARTITION(A, low, high)
2 pivot < Alhigh]

3 i low—1

4 for j < low to high — 1 do
5: if A[j] < pivot then

6: 1+ i+ 1

7 swap (A[i], Alj])

8 end if

9 end for
10: swap (A[i + 1], A[high])

11: return ; +1

12: end function

Analiza complexitatii
Complexitatea algoritmului Quicksort depinde de alegerea pivotului:
o Cazul mediu: O(nlogn)
o Cazul cel mai bun: O(nlogn) (pivotul imparte lista in mod egal)

o Cazul cel mai rdu: O(n?) (pivotul este mereu cel mai mic sau cel mai
mare element)

2 Algoritmul Mergesort

Mergesort este un algoritm de sortare stabil care foloseste metoda Divide-et-
Impera.

Pseudocod

Algorithm 3 Algoritmul Mergesort

1: procedure MERGESORT(A)

2 if length(A) > 1 then

3 mid < |length(A)/2]

4: L + A[0 : mid] > copie a sirului A de la 0 la mid
5: R < A[mid : length(A)] © copie a sirului A de la mid la length(A)
6.
7
8

MERGESORT(L)
MERGESORT(R)
: MERCE(A, L, R)
9: end if
10: end procedure




Algorithm 4 Procedura Merge pentru Mergesort

1:
2
3
4
5:
6:
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

procedure MERGE(A, L, R)

140,70,k 0
while i < length(L) and j < length(R) do
if L[i] < R[j] then
Alk] + LI
14—1+1
else
Alk] < R[j]
j—i+1
end if
k+—Ek+1
end while
while i < length(L) do
Alk] « LI[{]
t4—1+1
k< Ek+1
end while
while j < length(R) do
A[k] < R[j]
j—J+1
k< Ek+1
end while

23: end procedure




Analiza complexitatii

Complexitatea algoritmului Mergesort este:
o Cazul mediu si cel mai bun: O(nlogn)
o Cazul cel mai rau: O(nlogn)

o Spatiu suplimentar: O(n) (pentru array-urile temporare)

3 Algoritmul Cautarii Binare

Cautarea binara este un algoritm eficient pentru gasirea unui element intr-o
lista sortata.

Pseudocod

Algorithm 5 Algoritmul Cautarii Binare

1: function BINARYSEARCH(A, target)
2 low+0

3 high + length(A4) — 1

4 while low < high do

5: mid < | (low + high)/2]
6:

7

8

9

if A[mid] = target then
return mud

else if A[mid] < target then
low < mid +1

10: else

11: high < mid — 1

12: end if

13: end while

14: return —1 > Elementul nu a fost gasit

15: end function

Analiza complexitatii

Complexitatea algoritmului Cautarii Binare este:
o Cazul mediu si cel mai bun: O(logn)
o Cazul cel mai rau: O(logn)

» Conditie: Lista trebuie sa fie sortata inainte de cautare



Heap. Coada de prioritati

1 Heap

Definitie: Un heap binar este un arbore binar complet - fiecare nod intern are exact
doi descendenti, cu exceptia eventual a ultimului nod intern de pe penultimul nivel, iar
frunzele se afla doar pe ultimele doua niveluri, frunzele de pe ultimul nivel sunt ordonate
de la stanga spre dreapta - memorat cu ajutorul unui tablou unidimensional (vector)
- array. In plus exista o ordonare a cheilor intr-un heap binar, determinata de tipul
heap-ului.

H: [16]14]10]8[7]9[3]2]4]1]

(16
(14 (19
OB ORONO

Figura 1: Exemplu de heap-max

1. Max-heap: informatia din fiecare nod este mai mare decat informatia din oricare
descendent al sau. Maximul din heap se afla in radacina (fig. 1).

2. Min-heap: informatia din fiecare nod este mai mica decat informatia din oricare
descendent al sau. Minimul din heap se afla in radacina.

Pentru implementare se poate utiliza structura heap H in care size - numarul de chei
din Heap. Réadacina heap-ului se afla pe prima pozitie a heapului H[0] . Pentru fiecare
nod aflat pe pozitia ¢:

e Parintele se afla pe pozitia (i — 1)/2.
e Fiul stang se afla pe pozitia 2 x 7 + 1.

e Fiul drept se afla pe pozitia 2 x i + 2.
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Figura 2: Functia MAX_HEAP porneste in acest exemplu de la nodul ¢ marcat cu rosu
in fig. (I). Cei doi subarbori ai sai sunt heap-max. Functia are doua apeluri recursive,
ilustrate in etapele (II) si (III).

Observatii:

e In cazul in care se incepe in vectorul care stocheaza elementele heap-ului cu indicii
de la 1, relatiile de mai sus se schimba, si anume:

— Parintele se afla pe pozitia i/2.
— Fiul stang se afla pe pozitia 2 * i.
— Fiul drept se afla pe pozitia 2 7 + 1.

e Inaltimea arborelui care reprezinta heap-ul este log, n unde n = H.size este numarul
de noduri din heap.

e Complexitatea operatiilor de baza este proportionala cu inaltimea arborelui, adica
O(logyn).

Constructia unui heap - max

Considerand un vector de elemente, pentru transformarea acestuia intr-un heap-max
sunt necesare doua etape, reprezentate prin functiile:

e MAX HEAP(H,i): in care H heap cu H.size elemente si i indicele din vector
a nodului de la se incepe. Premiza este aceea ca subarborii nodului ¢ sunt heap-
max si doar informatia din nodul ¢ strica eventual aceasta proprietate. Functia

2



MAX _HEAP reface proprietatea de heap-max. Aceasta functie se intalneste in
literatura si sub denumirea Sift-Down.

e CONSTR_HEAP(H): pe baza functiei MAX_HEAP se construieste heap-ul.

Algoritm: MAX-HEAP
Intrare: Un heap H cu numarul de elemente size, pozitia 7
st 2*x1+4+1
dr <+ 2 %1+ 2
maxr =1
daca st < H.size si H[st| > H[imax] atunci
| imax = st
sfarsit_daca
daca dr < H.size si H[dr] > H[imaz| atunci
| tmax = dr
sfarsit_daca
daca imax # i atunci
Hli] +» H[imazx]
MAX-HEAP(H, imax)
sfarsit_daca

T2 o M7 8460 [s] [3[uf2]o]o]7]s 4 o 5]

[T o7 84T 1 ]5] [3[ulsTe]o]7 [ 4 o 1 5]

Figura 3: Functia CONSTR_HEAP porneste in acest exemplu de la nodul de pe pozitia a
5-a in heap-ul H, primul nod din dreapta vectorului ce are descendenti. Apoi se continua
cu nodurile de pozitiile 4 si 3.



In figurile 3 si 4 este ilustrata functionarea acestui algoritm.

Complexitate: Algoritmul porneste de la nodul 7 si ajunge in cel mai defavorabil caz
la o frunza, deci complexitatea depinde de inaltimea arborelui care este h = logsn. Deci
T(n) = O(logan).

B TsT6ToT7]2[4]0 15 | [ 86 o 7] 2[4]0]1]5]

Figura 4: Functia MAX_HEAP continua de la pozitia 2, la care insa nu sunt necesare
modificari. Nodul cu cheia 11 satisface proprietatea de max-heap relativ la descendentii
sai, astfel ca se trece la nodul de pe pozitia 1. In final se obtine un heap-max.

Se observa faptul ca frunzele sunt heap-max. Atunci e suficient sa pornim de la
primul nod intern - pornind de la dreapta heap-ului H, adica primul care are cel putin
un descendent. Nodul respectiv se afla pe pozitia H.size/2 — 1, iar copiii sai sunt frunze,
deci heap-max. Se aplica functia de MAX _HEAP pentru nodul H.size/2 — 1, dupa care
se trece la nodul precedent din vector si asa mai departe, pana la radacina.

Algoritm: CONSTR_HEAP
Intrare: Un heap H cu size elemente
pentru i = size/2 — 1,0, —1 executa
| MAX-HEAP(H, 7)
sfarsit_for

In figura 4 este ilustrat procedeul de constructie a unui heap max.

Complexitate: fiecare apel al functiei MAX_HEAP are complexitatea O(log,n).

CONSTR_HEAP efectueaza O(n) altfel de apeluri. Deci T'(n), unde prin 7" am notat
complexitatea, pentru functia CONSTR_HEAP este marginita superior de nlog,n. Se
demonstreaza in literatura faptul ca functia are complexitate liniara, adica T'(n) = O(n),
n = H.size .



2 Algoritmul de sortare HeapSort

(ufofsfefs[7]2[4fo]1]3] [3]o]s8]e[s]7]2]4fo 1]} [9]e]s8[4[s]7]2[3]0]1][m]
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(D Heap-Max (®)
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Figura 5: Algoritmul Heapsort.

Se observa faptul ca intr-un heap-max elementul maxim este plasat in radacina arbo-
relui corespunzator, deci pe prima pozitie din vectorul date. In vectorul sortat crescator,
elementul maxim trebuie sa se afle pe ultima pozitie. Astfel vectorul poate fi sortat prin
urmatorul algoritm: se interschimba primul element din vectorul heap-ului cu ultimul. Se
reduce dimensiunea heap-ului, apoi se reface proprietatea de heap-max aplicand functia
MAX_HEAP incepand din varful heap-ului. Procedura se reia pentru acest heap redus.

Algoritm: Heapsort

Intrare: Un vector v cun
Construieste heap-ul H cu functia BUILD-MAX-HEAP

Size < n
pentru:=n—1,1, —1 executa
HIi] < H[0]

H.size < H.size — 1
Max-Heapfy(H, 0)
sfarsit_for

In figurile 5 si 6 este ilustrata functionarea algoritmului Heapsort.

Complexitate:
e apelul functiei CONSTR_HEAP este O(n)

e apelul pentru MAX_HEAP este O(log, n)
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Figura 6: Algoritmul Heapsort.

e functia MAX_HEAP se apeleaza de n — 1 ori

Rezulta T'(n) = O(nlog,n).

3 Coada de prioritati

Definitie: O coada de prioritate este o structura de date utilizata pentru pastrarea
unei multimi dinamice de date S in care fiecarui element i se asociaza o valoare numita
prioritate. Pentru gestionarea eficienta a cozilor de prioritate se utilizeaza heap-uri. Exista
cozi de max-prioritate - heap-max - si cozi de min-prioritate - heap-min.

In continuare vom considera cozi cu max-prioritate.

Operatii in cozi de prioritate (max-heap):

Insertia unui element nou

Determinarea elementului de prioritatea maxima

Extragerea elementului de prioritate maxima

Cresterea prioritatii unui element

Utilizare: Corzile de prioritate pot fi utilizate pentru gestionarea proceselor pe un
calculator. La fiecare moment se executa procesul de prioritate maxima. Procese noi se



pot insera in coada.

Alt exemplu de aplicatie este in implementarea unor algoritmi de cautare informata (Di-
jkstra, A*).

1. Determinarea elementului cu prioritate maxima: acesta se afla in nodul radacina al
heap-max:

Algoritm: PRIORITY-MAX

RETURN H[0]

Complexitate: O(1)

2. Extragerea maximului: Se plaseaza ultimul element din heap pe prima pozitie, se

scade dimensiunea heap-ului cu o unitate iar apoi se reface heap-ul prin apelul
MAX_HEAP.

Algoritm: PRIORITY-EXTRACT-MAX

Intrare: un heap cu campurile H si size
HI[0] - H[H.size — 1]

H.size «+— H.size — 1

Max-Heapfy(H, 0)

Complexitate: O(log,n) - se aplica o singura data MAX_HEAP.

In figura 7 este prezentat un exemplu pentru extragerea maximului.

reface heap

Figura 7: Extragerea maximului.

3. Cresterea prioritatii elementului de pe pozitia i. Prin aceasta modificare este posibil
sa se strice proprieatea de heap-max, deoarece s-ar putea ca noua valoare a elemen-
tului de pe pozitia i sa fie mai mare decat a parintelui sau. Pentru aceasta se merge
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din parinte in parinte catre radacina, pana se gaseste o pozitie potrivita pentru noua
valoare. Algoritmul urmator este cunoscut in literatura si sub denumirea de Sift- Up.

Algoritm: INCREASE-PRIORITY

Intrare: pozitia ¢, valoarea val cu care se modifica elementul H [i]
daca val > HJi] atunci
HJi] + val
p(i—1)/2
cat_timp i > 0 si H[p| < val executa
HIi|  HIp)
i p
p(i—1)/2
sfarsit_cat_timp
HJi] + val
sfarsit_daca

Complexitate: O(log,n) - se porneste de la o frunza catre radacina si deci com-
plexitatea depinde de inaltimea arborelui.

In figura 8 este prezentat un exemplu pentru cresterea prioritatii.

Figura 8: Cresterea prioritatii nodului cu cheia 5 la valoarea 12.

4. Insertia unui element nou intr-un max-heap: se mareste dimensiunea heap-ului,
se plaseaza noul element pe ultima pozitie cu prioritatea considerata 0 si apoi se

aplica functia CP_.CRESTE_PRIORITATE pentru acest nou element cu valoarea
prioritatii asociate.



Algoritm: PRIORITY-INSERT

Intrare: elementul val, care se insereaza in coada
H[H.size] < 0

H.size < H.size + 1

Increase-Priority (H, H.size -1, val)

Complexitate: O(log,n) - se porneste de la o frunza catre radacina si deci com-
plexitatea depinde de inaltimea arborelui.

Observatii:
e Pe un max-heap se pot implementa cu complexitatea O(log, n) operatii cu cozi
de prioritate.

e Constructia unui heap-max, care s-a facu prin apelarea functieit MAX_HEAP,
se poate realiza si prin insertii succesive ale nodurilor in heap.



Arbori

1 Arbori oarecare

In informatica un arbore este o structura ierarhica de noduri, conectate intre ele.
Intr-un arbore:

e Unul dintre noduri se numeste radacina.

e Nodurile sunt conectate Intre ele intr-o relatie ierarhica parinte - fiu. In aceastd
structura ierarhica se considera ordonate nodurile pe niveluri. Pe primul nivel (nive-
lul 0) se afla radacina. Pe fiecare nivel k + 1 se afla fiii nodurilor de pe nivelul k,
unde fiii unui nod x de pe nivelul k£ sunt acele noduri de pe nivelul k£ + 1 care sunt
conectate de x printr-o muchie. Pentru aceste noduri x este parintele / tatal. De
obicei orientarea muchiei este de la parinte spre fii (out-tree), dar exista si arbori in
care orientarea este invers (in-tree). Orice nod are un parinte cu exceptia radacinii.

e Orice nod poate avea 0 sau mai multi fii. Fiii aceluiasi nod se numesc frat:. In plus
niciun nod nu Imparte vreun fiu cu alt nod.

e Orice nod care nu are niciun fiu se numeste frunzda. Un nod care nu este frunza se
numaste nod intern.

e Se numeste stramos / ascendent al unui nod z un nod y la care pot ajunge de
la x urcand din parinte in parinte. Se numeste urmas / descendent al lui x un
nod y la care pot ajunge printr-o succesiune de fii.

Un exemplu de arbore este prezentat in fig. 1. In acest arbore radécina este nodul cu

cheia 21. Frunzele sunt nodurile cu cheile 3, 37, 7, 4, 19 si 0. Nodul cu cheia 9 este un

stramos al nodului cu cheia 37, iar nodul cu cheia 3 este un urmas al nodului cu cheia 9.
Din punct de vedere al grafurilor, un arbore este un graf conex fara cicluri.

Un arbore se reprezinta ierarhic pe niveluri. De obicei se considera ca radacina se afla
pe nivelul 0.

Definitie - adancimea / inaltimea unui arbore: Lungimea drumului de la radacina
r la un nod x se numeste adancimea nodului x. Adancimea radacinii este 0.

Lungimea celui mai lung drum de la z la o frunza se numeste inaltime si se noteaza
prin h(z).



Figura 1: Arbore in reprezentarea ierarhica pe niveluri.

Exemplu: Considerand arborele din figura 1 adancimea nodului 1 este 2 iar inaltimea
este 1. Inaltimea unei frunze este 0. Atentie: exista documentatii in care inaltimea unei
frunze este considerata egala cu 1.

Definitie - subarbore: Se numeste subarbore de radacina x al unui arbore, arborele
format din nodul x impreuna cu toti descendentii sai (fig. 2).

DO\ @O
@ subarbore

Figura 2: In arborele din figura nodurile cuprinse in marcajul rosu formeaza un subarbore,
care are drept radacina nodul cu cheia 9

Arbori n-ari - definitii
e Se numeste arbore n-ar un arbore pentru care fiecare nod are cel mult n fii.
e Un arbore n-ar se numeste arbore plin, daca fiecare nod intern are exact n fii.

e Un arbore n-ar se numeste arbore perfect, daca daca fiecare nod intern are exact n
fii si toate frunzele au aceeasi adancime.

e Un arbore n-ar se numeste complet, daca toate nodurile interne, cu exceptia eventual
a celor de pe penultimul nivel, au exact n descendenti, iar nodurile de pe ultimul
nivel sunt asezate cel mai la stanga posibil pe nivelul respectiv.
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Figura 3: Arbore complet.

In figura 3 este reprezentat un arbore complet.

Definitie - Arbore binar: Un arbore binar este un arbore in care fiecare nod are cel
mult doi descendenti directi. Atunci cand fiecare nod are 0 sau 2 fii, arborele se numeste
arbore binar strict. In cazul unui arbore binar un nod are un fiu stang si un fiu drept.

d
d & ®
Figura 4: Arbore binar.

1.1 Reprezentarea arborilor

Reprezentare secventiala - se preteaza in cazul arborilor completi.

Un arbore n-ar complet de radacina r poate fi memorat intr-un tablou unidimensional
- array - in care pe pozitia 0 se afla radacina, pe urmatoarele n pozitii se afla fiii radacinii
si in general pentru un nod oarecare aflat pe pozitia ¢ fiul al k-lea, 1 < k < n se afla pe
pozitia n x 1 + k.

Reprezentare mixta (pentru arbori binari)

Reprezentarea mixta utilizeaza 3 vectori. Primul - INFO - contine informatiile din
noduri, al doilea - left - are pe pozitia ¢ indicele fiului stang al nodului ¢ - in vectorul
INFO -, iar vectorul al treilea - right - are pe pozitia ¢ indicele fiului drept al nodului .

Pentru exemplul din fig. 6 a) reprezentarea mixta este data prin vectorii din tabelul
din figura 6 b).

Reprezentare cu ajutorul unei structuri de noduri



arbore

reprezentare prin vector

L3lifofefr]7]s[4fof2]5]

Figura 5: Arbore binar complet memorat intr-un vector.

indice | info | left |right
0 8 1 2
/@ ﬂ 1 251 3 *
2 5 4 5
(16) 3 (10| %] 6
4 [20] = | =
@ e 5 16 | 7 *
6 | 4| *| =
a) b) 7 2 * *

Figura 6: a) Arbore binar. b) Tabela de alocare mixta.

e Pentru un arbore oarecare (nu binar): pentru fiecare nod se utilizeaza o struc-
tura in care se retine informatia, legatura catre o lista / vector de descendenti directi
si (eventual) legatura catre nodul parinte.

e Pentru un arbore binar: fiecare nod este reprezentat printr-o structura in care se
retine informatia, legatura catre fiul stang, legatura catre fiul drept si legatura catre
parinte.

info| p | st|dr

info p/ st | dr info| p | st|dr

e Pornind de la reprezentarea unui arbore binar, se poate utiliza pentru arbori oarecare
o structura asemanatoare, in care se pastreaza informatia, o legatura - fiu - catre cel
mai din stanga fiu si o legatura - frate - catre primul frate din dreapta al nodului,
precum si o legatura catre parinte. Acest lucru este reprezentat grafic in figura 7.

1.2 Parcurgerea arborilor

Exista doua moduri generale de parcurgere a arborilor oarecare:

4
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Figura 7: Arbore binar reprezentat printr-o structura de tip fiu-frate.

e Parcurgerea in latime:

— presupune parcurgerea pe rand a fiecarui nivel de la stanga spre dreapta.

— se poate realiza practic utilizand o coada C:
e Parcurgerea in adancime (preordine):

— In cazul parcurgerii in adancime, fiii unui nod sunt vizitati tot de la stanga
spre dreapta, dar trecerea de la nodul curent la fratele din dreapta se realizeaza
numai dupa vizitarea tuturor descendentilor nodului curent, deci a intregului
subarbore al nodului respectiv.

— Se poate realiza utilizand o stiva S:

In cazul arborelui din figura 7, parcurgerea in latime cu algoritmul de mai sus va avea ca
rezultat afisarea cheilor in ordinea: 8, 9, 5, 0, 7, 6, 3, 1, 2, 11. Parcurgerea in preordine
cu algoritmul de mai sus va avea ca rezultat afisarea cheilor in ordinea: 8,9, 5, 6, 3, 0, 7,
1,2, 11.

1.3 Parcurgerea arborilor binari

Parcurgerea in latime a unui arbore binar este ilustrata grafic in figura 8. Algoritmul
de parcurgere presupune utilizarea unei cozi, in care se stocheaza nodurile, pentru care
inca nu au fost prelucrati fiii.



Figura 8: Ordinea de vizitare a nodurilor in cazul parcurgerii in latime.

Algoritm: Latime
Intrare: Arborele T
Iesire: parcurgerea in latime
Declaram coada C
C.PUSH(T.rad)
cat_timp !C.empty() executa
nod_curent <— C.TOP()
C.POP()
scrie nod_curent.anfo
daca nod_curent.st # nil atunci
| C.PUSH (nod_curent.st)
sfarsit_daca
daca nod_curent.dr # nil atunci
| C.PUSH (nod_curent.dr)
sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

Parcurgerea unui arbore binar in adancime presupune parcurgerea fiecarui nod impreuna
cu subarborele stang si subarborele drept. Subarborele stang se ia in considerare inaintea
subarborelui drept.

In functie de ordinea in care parcurg radacina si subarborii, se disting trei tipuri de
parcurgere:

e Preordine (RSD): radacina, subarbore stang, subarbore drept
e Inordine (SRD): subarbore stang, radacina, subarbore drept

e Postordine (SDR): subarbore stang, subarbore drept, radacina

Exemplu: Se considera arborele binar din figura 9. Atunci:
RSD: 20, 15, 9, 0, 17, 30, 24, 22, 36, 45.
SRD: 0, 9, 15, 17, 20, 22, 24, 30, 36, 45.



Figura 9: Arbore binar.

SDR: 0, 9, 17, 15, 22, 24, 45, 36, 30, 20.

In practica parcurgerea poate fi facuta in mod secvential utilizand o stiva, sau recur-
siv. Algoritimii recursivi sunt mai concisi si mai simplu de implementat dar presupun un
consum mai mare de memorie.

Exemplu de algoritm secvential - parcurgerea in preordine
Se utilizeaza o stiva S, in care se depun nodurile pentru care mai sunt de parcurs
subarborii drepti:

Algoritm: Preordine

Intrare: Arborele T

Iesire: parcurgerea in preordine
Declaram stiva S < ()

nod < T.rad

repeta

cat_timp nod # nil executa
scrie(nod.info)
S.push(nod)

nod <— nod.st
sfarsit_cat_timp

daca S # () atunci

nod < S.top()

nod < nod.dr
sfarsit_daca

pana_cand !S.empty();

Algoritmi recursivi

Algoritm: Preordine(nod)

daca nod # nil atunci
scrie(nod.in fo)
Preordine(nod.st)
Preordine(n=nod.dr)

sfarsit_daca




Algoritm: Inordine(nod)

daca nod # nil atunci
Inordine(nod.st)
scrie(nod.in fo)
Inordine(n=nod.dr)

sfarsit_daca

Algoritm: Postordine(nod)

daca nod # nil atunci
Postordine(nod.st)
Postordine(nod.dr)
scrie(nod.in fo)

sfarsit_daca

Exemple de aplicatii ale arborilor: Arborii sunt structuri folosite in numerosi
algoritmi din diverse domenii ale informaticii. In cele ce urmeaza sunt enumerate cateva
dintre domeniile de utilizare a acestora.

e Sortare: Heap-sort - este un algoritm de sortare In complexitate 6(nlogn) si este
prezentat ca aplicatie la capitolul despre heap-uri si cozi de prioritate.

e Codificare si compresie: arborele de codificare Huffmann, care asociaza caracte-
relor coduri de lungime diferita in functie de frecventa cu care sunt utilizate carac-
terele intr-un text / respectiv intr-o limba.

e Compilatoare: arbori sintactici pentru analiza codului sursa si construirea codului
obiect

e Procesare de imagine / grafica: arbori Quad, arbori PR - pentru impartirea si
analizarea spatiului 2D.

e Clasificare: arbori de decizie in domeniul inteligentei artificiale.

e Dictionare: cautare eficienta cu ajutorul arborilor de cautare, subiect ce va fi
discutat in capitolele ce urmeaza.

2 Arbori binari de cautare

Definitie: un arbore binar de cautare este un arbore binar in care fiecare nod are o
valoare numita cheie, iar pentru fiecare nod toate nodurile din subarborele stang au cheile
mai mici decat cheia parintelui si toate nodurile din subarborele drept au cheile mai mari
decat cheia parintelui.

In cazul in care relatia de ordine nu este stricta, daca nodurile cu chei egale se insereaza
pe aceeasi parte a arborelui, insertia multor noduri cu chei egale are ca urmare obtinerea
unui arbore relativ dezechilibrat, avand ca urmare o crestere a complexitatii operatiilor.



In continuare se considera arbori binari de cautare cu chei distincte. Cazul cheilor egale
se va discuta separat la sfarsitul cursului.
In figura 10 a) este prezentat un exemplu de arbore binar de cautare.

pointer la parinte

info| p| st d{

pointer catre pointer catre
fiul stang fiul drept
a) b)

Figura 10: a) Exemplu de arbore binar de cautare; b) Structura unui nod din arbore.

Penru fiecare nod al arborelui se considera structura din figura 10 b), in care fiecare
nod z are campurile: x.info = cheia nodului, x.st si x.dr = fiul stang si respectiv fiul
drept, z.p= parintele nodului z.

2.1 Operatii intr-un arbore binar de cautare
Operatiile de baza intr-un arbore binar de cautare sunt:

e Cautarea binara a unei chei.

Determinarea nodului cu cheia minima/maxima din arbore.

Cautarea binara a succesorului / predecesorului unui nod

Insertie/stergere a unui nod cu o anumita cheie

Sortarea cheilor arborelui, prin parcurgerea acestuia in inordine .
Observatii:

1. Complexitatea operatiilor intr-un arbore binar de cautare este proportionala cu
inaltimea arborelui. De fapt, daca arborele contine n noduri atunci O(logan) <
T(n) < O(n), T(n) = complexitatea algoritmului utilizat.

2. In cazul unui arbore binar de cautare oarecare nu poate fi garantata complexitatea
cautarii binare, adica O(logan).

Exista arbori binari de cautare care se auto-balanseaza, de exemplu arborii AVL si arbo-
rii rosu-negru. Pentru acestia se demonstreaza faptul ca au complexitatea operatiilor de
ordinul O(log,n).



2.2 Cautarea binara

Problema: Considerand un arbore binar de cautare 7' cu radacina T.rad, sa se de-
termine nodul cu o cheie data k.

Solutie: La fiecare moment dat compar cheia nodului curent x, x.info, cu k. Daca
x.anfo = k atunci se returneaza nodul x. Daca z.info < k atunci se continua cautarea
in subarborele drept al lui x, altfel se continua cautarea in subarborele stang al lui z.

Algoritm: Cautare binara
Intrare: Arborele binar de cautare T' si elementul k care se cauta
Iesire: nodul x cu cheia k sau Nil
x < T.rad
cat_timp x < Nil si z.info # k executa

daca k < z.unfo atunci
| o<+ x.st

sfarsit_daca

altfel
| x <+ x.dr

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp
return

2.3 Minimul dintr-un arbore de cautare

Nodul cu informatia minima din subarborele de radacina x a unui arbore binar de
cautare poate fi gasit pornind de la nodul z si coborand in descendentii stangi pana la
cea mai din stanga frunza. Functia AB_MIN returneaza nodul cu informatia minima.

Algoritm: AB_MIN
Intrare: Arborele binar de cautare T si nodul z
Iesire: nodul cu cheia minima din subarborele de radacina x
Yy
cat_timp y.st # Nil executa
| y <4 y.st
sfarsit_cat_timp
return y

Observatie: maximul se determina in mod similar si anume parcurgand descendentii
drepti pana la cea mai din dreapta frunza.

2.4 Succesorul binar

Succesorul unui nod z intr-un arbore binar de cautare este acel nod y din arbore, a
carui cheie are valoarea imediat urmatoare cheii lui = in sirul sortat al valorilor din arbore.

e Poate fi determinat prin comparatii
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e Daca exista, este:

— Cel mai mic element din z.dr, daca x.dr # Nil

— Un nod parinte y pentru care x se afla in subarborele stang al lui y, daca x nu
are descendent drept.

e Daca x este nodul cu cea mai mare cheie, atunci x nu are succesor.

Figura 11: Arbore binar de cautare.

Exemplu: In arborele din figura 11 obtinem:

AB_SUCCESOR(41) = 53
AB_SUCCESOR(39) = 40
AB_SUCCESOR(9) = 10
AB_SUCCESOR(60) - nu exista

Algoritm: Succesor
Intrare: Arborele binar de cautare T si nodul z
Iesire: nodul y, sucesor binar al lui x
daca x.dr # Nil atunci
|y = AB_MIN(z.dr)
sfarsit_daca

altfel
Y x.p

cat_timp y # Nil si x = y.dr executa
Ty
Yy<—yp

sfarsit_cat_timp

sfarsit_daca
return y

11



2.5 Inserarea unui nod

Se considera arborele binar de cautare 7' cu radacina T'.rad si nodul z, care are
campurile
zanfo=k,z.st = Nil, z.dr = Nil.

Se doreste inserarea acestui nod in arborele binar 7'
Ideea principala este urmatoare: pornind de la radacina se coboara in arbore, pana la
un nod, care are cel mult un fiu si care poate fi parintele nodului z. Pentru a respecta
proprietatea de arbore binar de cautare, daca informatia nodului curent x este mai mare
decat z.info, atunci z se va insera in subarborele stang al lui z, altfel se va insera in
subarborele drept.

In figura 12 este ilustrat algoritmul de insertie a unui nod cu cheia 38 intr-un arbore
binar de cautare.

()
po, ©
OB ORONNO
& ® ()
)
()
() ()
() W) & @
& @ ©
)

() (o) () ()
OOk (52)
o @ z  x=NULL

Figura 12: Inserarea nodului cu cheia 28 intr-un arbore binar. Nodul curent cu care se
compara nodul ce se insereaza este marcat cu rosu.

Complexitatea: tuturor operatiilor descrise mai sus, incepand de la cautarea binara,
au complexitatea O(h), unde h = inaltimea arborelui.
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3

Arbori Rosu Negru

Definitie: Un arbore rosu-negru (ARN) este un arbore binar de cautare in care
fiecarui nod i se asociaza o culoare - rosu sau negru - si care are urmatoarele proprietati:

1.
2.

Fiecare nod este rosu sau negru - are deci un camp suplimentar color

Radacina este neagra

Fiecare frunza este neagra si NIL

Daca un nod este rosu, ambii fii sunt negri = parintele unui nod rosu este negru.

Pentru fiecare nod x, oricare drum de la nod la o frunza NIL se intalneste acelasi
numar de noduri negre (inclusiv frunza NIL si exclusiv nodul de la care se porneste).
Acest numar se numeste inaltimea neagra a subarborelui de radacina x. Notam
inaltimea neagra cu bh - black height.

Un exemplu de arbore rosu-negru este prezentat in figura 13.

null fnull

Figura 13: Exemplu de arbore rosu - negru.

Observatii:

Intr-un ARN niciun drum de la rddicing la o frunzi nu poate fi mai lung decat
dublul unui alt drum la alta frunza. Acest lucru asigura o balansare relativa a
arborelui .

Iniltimea maxim4 a unui arbore ARN este 2 log,(n + 1).

Se demonstreaza prin inductie ca orice subarbore de radacina x contine cel putin
207(=) _ 1 noduri interne. Notand cu h iniltimea arborelui si cu 7 radicina, din
proprietatea 4 se obtine bh(r) > h/2. Dar n > 24" — 1 > 2"/2 _ 1 de unde rezulta
h < 2logy(n+1)

Definirea unui nod NIL pentru fiecare frunza presupune un consum inutil de me-
morie. Din acest motiv se poate considera in locul acestor frunze un singur nod
santinela T.nil catre care sa indice acele noduri interne care au ca descendenti frunze
NIL. Un exemplu de ARN cu santinela este prezentat in fig. 14.
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Figura 14: Exemplu de arbore rosu - negru cu santinela.

e Pentru simplitate in continuare vom ignora in desene nodurile NIL.

e Datorita faptului ca operatiile de cautare, maxim, minim, succesor, predecesor
depind de inaltimea h a arborelui, inseamna ca aceste operatii au complexitatea

O(logyn).

e Operatiile de insertie si stergere sunt ceva mai complicate decat in cazul arborilor
binari de cautare simpli, deoarece dupa insertie/stergere trebuie eventual refacuta
structura de arbore rosu-negru. Complexitatea acestor operatii este tot logaritmica.

Prin operatii de insertie/stergere se poate pot strica anumite propreitati RN. Pentru
refacerea acestor proprietatii de arbore ARN, sunt necesare operatii de recolorare si de
rotatie.

Rotatia

Este o operatie locala care schimba structura de pointeri intr-un arbore binar, dar
pastreaza proprietatile acestuia.

Tipuri de rotatie:
e Rd = rotatie spre dreapta in jurul nodului x
e Rs = rotatie spre stanga in jurul nodului y

Operatia de rotatie este ilustrata in figura 15. In figura 16 este ilustrat grafic modul
in care se realizeaza rotatia. lar in figura 17 este prezentata o rotatie intr-un arbore AVL.

Observatii:

e pentru a putea efectua o rotatie spre drapta in jurul nodului z, este necesar ca nodul
x sa aiba un descendent stang diferit de NIL.

e pentru a putea efectua o rotatie spre stanga in jurul nodului y, este necesar ca nodul
y sa aiba un descendent drept diferit de NIL.
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Figura 15: Rotatii intr-un arbore binar de cautare.

Rotatie la dreapta in jurul lui x

Initial Final
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Figura 16: Rotatie la dreapta in jurul nodului x intr-un arbore binar de cautare.

Rotatie la dreapta 1n jurul nodului 15

Figura 17: Rotatie la dreapta in jurul nodului x intr-un arbore binar de cautare.

15




	HeapCoadaPrioritate.pdf
	Heap
	Algoritmul de sortare HeapSort
	Coadă de priorități

	ArboriBianri.pdf
	Arbori oarecare
	Reprezentarea arborilor
	Parcurgerea arborilor
	Parcurgerea arborilor binari

	Arbori binari de căutare
	Operații într-un arbore binar de căutare
	Căutarea binară
	Minimul dintr-un arbore de căutare
	Succesorul binar
	Inserarea unui nod

	Arbori Roșu Negru

	Divide et Impera.pdf
	Algoritmul Quicksort
	Algoritmul Mergesort
	Algoritmul Căutării Binare


