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ŞIRURI ŞI SERII DE ELEMENTE DIN Rn

De�ni̧tie. Fie M o mulţime. Un şir cu elemente din M este o funcţie
cu domeniul N (sau Nk = fk; k+1; k+2; ::::g, unde k 2 N) şi codomeniul o
submulţime a lui M .

Observa̧tie. Dac¼a x : N!M este un şir, valoarea lui x în n se va nota
xn (în loc de x(n)), iar funcţia x : N!M se va nota (xn)n2N.

De�ni̧tie. Fie (xn)n2N un şir cu elemente din Rp şi x 2 Rp. Spunem c¼a
x este o limit¼a a lui (xn)n2N, dac¼a în afara oric¼arei vecin¼at¼aţi a lui x se a�¼a
un num¼ar �nit de termeni ai şirului (deci exist¼a un rang începând cu care
toţi termenii şirului se a�¼a în vecin¼atate). Altfel spus, pentru orice V 2 Vx
exist¼a nV 2 N cu proprietatea c¼a xn 2 V pentru orice n 2 N, n � nV .
Vom spune c¼a şirul (xn)n2N converge c¼atre x.
Dac¼a un şir, cu elemente din Rp, are o limit¼a din Rp, vom spune c¼a el

este convergent, iar în caz contrar îl vom numi divergent.

Observa̧tie. De�niţia de mai sus are sens şi pentru şiruri cu elemente
dintr-un spaţiu topologic.

Propozi̧tie. Dac¼a (xn)n2N este un şir cu elemente din Rp, un element
x 2 Rp este o limita a sa dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " > 0 exist¼a
n" 2 N astfel încât

kxn � xk < ",
pentru orice n 2 N, n � n".

Teorema de unicitate a limitei. Un şir cu elemente din Rn nu poate
avea mai mult de o limit¼a.

Observa̧tie. Dac¼a (xn)n2N este un şir cu elemente din Rp care are limita
x 2 Rp, atunci vom scrie

lim
n!1

xn = x.

Propozi̧tie. Pentru un şir (xn)n2N de numere reale şi x 2 R, avem
lim
n!1

xn = x dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " > 0 exist¼a n" 2 N astfel încât

jxn � xj < ",
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pentru orice n 2 N, n � n".

În conformitate cu de�ni̧tia topologiei pe R şi a limitei unui şir de elemente
dintr-un spa̧tiu topologic, suntem conduşi la urm¼atoarea

Propozi̧tie. Pentru un şir (xn)n2N de numere reale, avem lim
n!1

xn = 1
dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a n" 2 N astfel încât

xn > ",

pentru orice n 2 N, n � n".

Propozi̧tie. Pentru un şir (xn)n2N de numere reale, avem lim
n!1

xn = �1
dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a n" 2 N astfel încât

xn < ",

pentru orice n 2 N, n � n".

Propozi̧tie. Un şir convergent din Rn este m¼arginit.

Observa̧tie. Reciproca propoziţiei de mai sus nu este valabil¼a, aşa cum
ne arat¼a şirul de numere reale ((�1)n)n2N.

Teorema convergeņtei monotone. Fie (xn)n2N un şir de numere reale
care este cresc¼ator (i.e. xn � xn+1 pentru orice n 2 N). Atunci (xn)n2N este
convergent dac¼a şi numai dac¼a este m¼arginit, caz în care

lim
n!1

xn = sup
n2N

xn.

Demonstraţie.
�)�Faptul c¼a un şir convergent este m¼arginit s-a stabilit anterior.
Fie

l = lim
n!1

xn.

Atunci, pentru orice " > 0 exist¼a n" 2 N astfel încât

l � " � xn � l + ",

pentru orice n 2 N, n � n".
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Prin urmare, având în vedere c¼a şirul (xn)n2N este cresc¼ator, deducem c¼a

l � " � sup
n2N

xn � l + ".

Aşadar ����sup
n2N

xn � lim
n!1

xn

���� � ",
pentru orice " > 0, deci

lim
n!1

xn = sup
n2N

xn.

�(�Exist¼a
sup
n2N

xn
not
= l.

Atunci
xn � l,

pentru orice n 2 N.
Mai mult, având în vedere de�ni̧tia supremumului, pentru orice " > 0

exist¼a xn" astfel încât
l � " < xn",

de unde, deoarece şirul (xn)n2N este cresc¼ator, deducem c¼a

l � " < xn � l < l + ",

pentru orice n 2 N, n � n", adic¼a

l = lim
n!1

xn = sup
n2N

xn. �

Teorema convergeņtei monotone st¼a la baza stabilirii urm¼atorului rezul-
tat.

Propozi̧tie. Şirurile

((1 +
1

n
)n)n2N

şi

(1 +
1

1!
+
1

2!
+ :::+

1

n!
)n2N

sunt convergente şi au aceeaşi limit¼a notat¼a cu e.
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Conceptul de serie, care încearc¼a s¼a dea sens "sumelor in�nite", s-a dovedit
util în de�nirea unor constante importante (ca, de exemplu, e şi �), precum
şi în de�nirea riguroas¼a a funçtiilor elementare.

De�ni̧tie. Dac¼a (xn)n2N este un şir de elemente din Rp, de�nim seria
generat¼a de (xn)n2N ca �ind şirul (Sn)n2N, unde

Sn =
nX
k=1

xk.

Dac¼a şirul (Sn)n2N este convergent,

lim
n!1

Sn

se numeşte suma seriei.
xn-urile poart¼a numele de termenii seriei, iar Sn-urile de sume parţiale.

Prin conveņtie, simbolurileX
xn;

1X
n=1

xn;
X
n2N

xn sau
X
n�1
xn

vor desemna atât seria generat¼a de (xn)n2N, cât şi suma sa, în cazul în care
seria este convergent¼a.

Observa̧tie. Deşi, în general, termenii unei serii sunt indexaţi cu aju-
torul mulţimii numerelor naturale, exist¼a situaţii în care este de preferat s¼a
începem indexarea cu n = 0 sau cu n = k, unde k 2 N.

Exemplu. S¼a se a�e suma seriei
P
n�1

1

4n2 � 1 .

Deoarece
1

4k2 � 1 =
1

2
(

1

2k � 1 �
1

2k + 1
),

pentru orice k 2 N, ob̧tinem c¼a

nX
k=1

1

4k2 � 1 =
1

2
(1� 1

2n+ 1
),

pentru orice n 2 N.
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Drept urmare seria considerat¼a este convergent¼a şi suma sa este 1
2
.

Propozi̧tie. Dac¼a seria
P
xn, cu termeni din Rp, este convergent¼a,

atunci
lim
n!1

xn = 0.

Reciproca nu este adev¼arat¼a.
Demonstraţie. Avem

lim
n!1

xn = lim
n!1

(Sn � Sn�1) = 0.

Seria
1P
n=1

1
n
arat¼a c¼a reciproca nu este valid¼a. �

Cele dou¼a criterii de compara̧tie prezentate mai jos, aplicabile seriilor
cu termeni pozitivi, sunt utile atunci când dispunem de serii standard a
c¼aror natur¼a este cunoscut¼a (de obicei acestea sunt seria geometric¼a şi seria
armonic¼a), de inegalit¼a̧ti şi limite adecvate.

Criteriul de compara̧tie cu inegalit¼a̧ti. Fie (xn)n2N şi (yn)n2N dou¼a
şiruri de elemente din [0;1) astfel încât:
i) exist¼a n0 2 N cu proprietatea c¼a

xn � yn,

pentru orice n 2 N, n � n0;
ii)
P
yn este convergent¼a.

Atunci
P
xn este convergent¼a.

Criteriul de compara̧tie la limit¼a. Fie (xn)n2N şi (yn)n2N dou¼a şiruri
de elemente din (0;1).
�) Dac¼a lim

n!1
xn
yn
2 (0;1), atunci seriile

P
xn şi

P
yn au aceeaşi natur¼a.

�) Dac¼a lim
n!1

xn
yn
= 0 şi seria

P
yn este convergent¼a, atunci şi seria

P
xn

este convergent¼a.

) Dac¼a lim

n!1
xn
yn
=1 şi seria

P
yn este divergent¼a, atunci şi seria

P
xn

este divergent¼a.
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Exemple standard de serii (seria geometric¼a şi seria armonic¼a)

1. Pentru a 2 R, seria X
an,

numit¼a seria geometric¼a, este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a jaj < 1.
2. Pentru a 2 R, seria X 1

na
,

numit¼a seria armonic¼a generalizat¼a, este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a
a > 1.

Remarc¼a. Denumirea de serie armonic¼a generalizat¼a are drept temei
faptul c¼a, în cazul a = 1, orice termen al seriei, începând cu cel de al doilea,
este media armonic¼a a termenilor vecini. Pentru a > 1, suma seriei

P
1
na
se

noteaz¼a cu �(a). Funcţia astfel construit¼a, numit¼a funcţia � a lui Riemann,
este un ingredient principal în studiul distribuţiei asimptotice a numerelor
prime şi în celebra conjectur¼a a lui Riemann, r¼amas¼a f¼ar¼a r¼aspuns pân¼a în
acest moment.

Urm¼atoarele trei criterii sunt extrem de utile pentru stabilirea naturii
unei serii cu termeni pozitivi.

Criteriul r¼ad¼acinii (al lui Cauchy). Dac¼a (xn)n2N este un şir de
elemente din [0;1) astfel încât exist¼a

lim
n!1

n
p
xn

not
= r,

atunci:
a) seria

P
xn este convergent¼a pentru r 2 [0; 1);

b) seria
P
xn este divergent¼a pentru r 2 (1;1);

c) nu putem preciza natura seriei
P
xn pentru r = 1.

Criteriul raportului (al lui D�Alembert). Dac¼a (xn)n2N este un şir
de elemente din (0;1) astfel încât exist¼a

lim
n!1

xn+1
xn

not
= r,

atunci:
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a) seria
P
xn este convergent¼a pentru r 2 [0; 1);

b) seria
P
xn este divergent¼a pentru r 2 (1;1);

c) nu putem preciza natura seriei
P
xn pentru r = 1.

Criteriul lui Raabe-Duhamel. Dac¼a (xn)n2N este un şir de elemente
din (0;1) astfel încât exist¼a

lim
n!1

n(
xn
xn+1

� 1) not= r,

atunci:
a) seria

P
xn este convergent¼a pentru r 2 (1;1);

b) seria
P
xn este divergent¼a pentru r 2 (�1; 1);

c) nu putem preciza natura seriei
P
xn pentru r = 1.

Exemplu. S¼a se studieze natura seriei

X
n�1

�
1 � 4 � 7 � : : : � (3n� 2)
3 � 6 � 9 � : : : � (3n)

�2
.

Notând cu xn termenul general al seriei, un calcul simplu arat¼a c¼a

lim
n!1

n(
xn
xn+1

� 1) = 4

3
> 1,

deci, conform criteriului lui Raabe-Duhamel, seria este convergent¼a.

Urm¼atoarele criterii constituie instrumente indispensabile pentru stabilirea
naturii unor serii care nu au neap¼arat termenii pozitivi.

Criteriul lui Dirichlet. Fie (xn)n2N şi (yn)n2N dou¼a şiruri de elemente
din R satisf¼acând urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) (xn)n2N este un şir descresc¼ator de numere reale pozitive care converge

c¼atre 0;
iii) (sk)k2N este m¼arginit, unde (sk)k2N este şirul sumelor parţiale ale

seriei
P
yn.

Atunci seria X
xnyn

este convergent¼a.
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Criteriul lui Leibniz. Fie (xn)n2N un şir de elemente din [0;1) satis-
f¼acând urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
i) (xn)n2N este descresc¼ator;
ii)

lim
n!1

xn = 0.

Atunci seria alternat¼a
P
(�1)nxn este convergent¼a.

Criteriul lui Abel. Fie
P
yn o serie de elemente din R şi (xn)n2N un

şir de elemente din R satisf¼acând urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) (xn)n2N este monoton şi convergent;
ii)
P
yn este convergent¼a.

Atunci seria
P
xnyn este convergent¼a.

Exemplu. S¼a se studieze natura serieiX
n�1

sin(�
p
n2 + 1).

Avem
sin(�

p
n2 + 1) = sin(�(

p
n2 + 1� n+ n)) =

= (�1)n sin(�(
p
n2 + 1� n)) = (�1)n sin �p

n2 + 1 + n
,

pentru orice n 2 N.
Folosind Criteriul lui Leibniz, deducem c¼a seria considerat¼a este conver-

gent¼a.
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CONTINUITATE ŞI LIMITE

De�ni̧tie. Fie f : D � Rp ! Rq şi a 2 D. Spunem c¼a funcţia f este
continu¼a în a dac¼a pentru orice V 2 Vf(a) exist¼a U 2 Va (care depinde de
V ) astfel încât

f(x) 2 V ,
pentru orice x 2 D \ U .

Observa̧tie. De�niţia de mai sus are un caracter pur topologic, ea putând
� formulat¼a şi în cadrul spaţiilor topologice.

Observa̧tie. Din de�niţia de mai sus decurge faptul c¼a dac¼a a 2 D nD0

(i.e. a este un punct izolat al lui D, adic¼a exist¼a U 2 Va cu proprietatea c¼a
U \D = fag), atunci f este continu¼a în a.

Teorema de caracterizare a continuit¼a̧tii într-un punct. Fie f :
D � Rp ! Rq şi a 2 D.
Atunci urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
a) f este continu¼a în a.
b) Pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât

kf(x)� f(a)k < ",

pentru orice x 2 D cu kx� ak < �".
c) Pentru orice şir (xn)n2N, de elemente din D, care converge c¼atre a,

şirul (f(xn))n2N converge c¼atre f(a).
Demonstraţie.
a))b)
Cum B(f(a); ") 2 Vf(a), exist¼a U 2 Va cu proprietatea c¼a

x 2 U \D ) f(x) 2 B(f(a); ").

Deoarece exist¼a �" > 0 astfel încât B(a; �") � U , justi�carea implica̧tiei
este încheiat¼a.
b))c)
Fie (xn)n2N un şir de elemente din D, care converge c¼atre a.
Fie " > 0.
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Atunci exist¼a n" 2 N cu proprietatea c¼a

kxn � ak < �",

pentru orice n 2 N, n � n".
Aşadar

kf(xn)� f(a)k < ",
pentru orice n 2 N, n � n", ceea ce arat¼a c¼a şirul (f(xn))n2N converge c¼atre
f(a).
c))a)
Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a a) este fals¼a.
Atunci exist¼a V0 2 Vf(a) cu proprietatea c¼a pentru orice U 2 Va exist¼a

xU 2 D \ U astfel încât
f(xU) =2 V0.

În particular, pentru orice n 2 N, exist¼a xn 2 D \B(a; 1n) astfel încât

f(xn) =2 V0,

fapt care contrazice c). �

Cadrul în care vom lucra în continuare este urm¼atorul: se consider¼a D �
Rp, f : D ! Rq, x0 2 D

0
şi l 2 Rq.

De�ni̧tie. Vom spune c¼a f tinde c¼atre l atunci când x tinde c¼atre x0
dac¼a pentru orice V 2 Vl exist¼a U 2 Vx0 astfel încât

f(x) 2 V ,

pentru orice x 2 (U \D)r fx0g, i.e.

f((U \D)r fx0g) � V .

Vom nota aceast¼a situaţie prin

f(x) !
x!x0

l.

Teorem¼a. În cadrul de mai sus, dac¼a pentru l; l
0 2 Rq, avem

f(x) !
x!x0

l şi f(x) !
x!x0

l
0
,
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atunci
l = l

0
.

Valoarea l, unic determinat¼a de proprietatea f(x) !
x!x0

l, poart¼a numele

de limita lui f atunci când x tinde c¼atre x0.
Vom marca aceast¼a situaţie astfel:

lim
x!x0

f(x) = l.

Limite fundamentale

Fie A � R, A 6= ;, a 2 A \ A0
şi f : A! R o funcţie elementar¼a.

Atunci
lim
x!a
f(x) = f(a).

În plus, avem:

lim
x!0

sin x

x
= 1

lim
x!0

tgx

x
= 1

lim
x!0

arcsinx

x
= 1

lim
x!0

arctgx

x
= 1

lim
x!0
(1 + x)

1
x = e

lim
x!1

(1 +
1

x
)x = e

lim
x!0

ln(1 + x)

x
= 1

lim
x!0

ax � 1
x

= ln a,
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unde a 2 (0;1);
lim
x!0

(1 + x)r � 1
x

= r,

unde r 2 R.

Teorema de caracterizare a limitei unei funçtii într-un punct. În
cadrul de mai sus, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
�) Exist¼a lim

x!x0
f(x) şi

lim
x!x0

f(x) = l.

�) Pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât

kf(x)� lk < ",

pentru orice x 2 D cu proprietatea c¼a 0 < kx� x0k < �".

) Pentru orice şir (xn)n2N de elemente din Dr fx0g cu proprietatea c¼a

lim
n!1

xn = x0, avem

lim
n!1

f(xn) = l.

Exemplu. Nu exist¼a lim
x!0

cos 1
x
, deoarece

lim
n!1

cos
1
1
2n�

= 1 şi lim
n!1

cos
1
1

2n�+�
2

= 0.

De�ni̧tie. Fie D � R, f : D ! R şi x0 un punct de acumulare (eventual
in�nit) al mulţimii D. Spunem c¼a l 2 R este limita funcţiei f în punctul x0
dac¼a pentru orice V 2 Vl exist¼a U 2 Vx0 astfel încât

f(x) 2 V ,

pentru orice x 2 (D \ U)r fx0g, i.e.

f((D \ U)r fx0g) � V .

Aceast¼a situaţie se marcheaz¼a prin notaţia

lim
x!x0

f(x) = l.
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Observa̧tii. De�ni̧tia de mai sus ne conduce la urm¼atoarele:

1. Pentru x0 2 R: lim
x!x0

f(x) = 1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice

" 2 R exist¼a � > 0 astfel încât f(x) > " pentru orice x 2 D cu proprietatea
0 < jx� x0j < �.
2. Pentru x0 2 R: lim

x!x0
f(x) = �1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice

" 2 R exist¼a � > 0 astfel încât f(x) < " pentru orice x 2 D cu proprietatea
0 < jx� x0j < �.
3. lim

x!1
f(x) = 1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât f(x) > " pentru orice x 2 D cu proprietatea x > �.
4. lim

x!1
f(x) = �1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât f(x) < " pentru orice x 2 D cu proprietatea x > �.
5. lim

x!�1
f(x) = 1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât f(x) > " pentru orice x 2 D cu proprietatea x < �.
6. lim

x!�1
f(x) = �1 dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât f(x) < " pentru orice x 2 D cu proprietatea x < �.
7. lim

x!1
f(x) = l 2 R dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât jf(x)� lj < " pentru orice x 2 D cu proprietatea x > �.
8. lim

x!�1
f(x) = l 2 R dac¼a şi numai dac¼a pentru orice " 2 R exist¼a � 2 R

astfel încât jf(x)� lj < " pentru orice x 2 D cu proprietatea x < �.
9. Situaţiile descrise anterior pot � caracterizate şi cu ajutorul şirurilor,

aşa cum ne indic¼a punctul 
) al Teoremei de caracterizare a limitei unei
funcţii într-un punct.
10. Comportamentul limitelor de funcţii la operaţiile algebrice precum şi

la trecerea la limit¼a în inegalit¼aţi este similar celui din cazul şirurilor.

Teorema de caracterizare a continuit¼a̧tii într-un punct de acu-
mulare. Fie D � Rp, x0 2 D

0 \D şi f : D ! Rq.
Atunci, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
�) f este continu¼a în x0.
�) Exist¼a lim

x!x0
f(x) şi

lim
x!x0

f(x) = f(x0) = f( lim
x!x0

x).
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Demonstraţie.
�)) �) Pentru a ar¼ata c¼a exist¼a lim

x!x0
f(x) şi lim

x!x0
f(x) = f(x0) este su-

�cient s¼a ar¼at¼am c¼a pentru orice şir (xn)n2N � D r fx0g cu proprietatea
c¼a

lim
n!1

xn = x0,

avem
lim
n!1

f(xn) = f(x0).

Acest fapt decurge din caracterizarea continuit¼a̧tii lui f în x0 cu ajutorul
şirurilor.
�)) �) Faptul c¼a pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât

kf(x)� f(x0)k < "

pentru orice x 2 D cu kx� x0k < �" este imediat din ipotez¼a.
Acest lucru arat¼a c¼a f este continu¼a în x0. �
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TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE CALCULULUI DIFERENŢIAL

De�ni̧tie. Fie D � R, c 2 D \D0
şi f : D ! R.

Dac¼a exist¼a (în R), limita

lim
x!c

f(x)� f(c)
x� c

se numeşte derivata lui f în c şi se noteaz¼a f
0
(c).

Dac¼a f
0
(c) este �nit¼a, spunem c¼a f este derivabil¼a în c.

Dac¼a f este derivabil¼a în toate punctele unei mulţimi E � D, atunci
spunem c¼a f este derivabil¼a pe E.

De�ni̧tie. Fie D � R, c 2 D şi f : D ! R.
Punctul c se numeşte punct de maxim local (relativ) al funcţiei f dac¼a

exist¼a � > 0 astfel încât
f(c) � f(x),

pentru orice x 2 D \ (c� �; c+ �).
Punctul c se numeşte punct de minim local (relativ) al funcţiei f dac¼a

exist¼a � > 0 astfel încât
f(c) � f(x),

pentru orice x 2 D \ (c� �; c+ �).
Punctele de maxim local şi cele de minim local se numesc puncte de extrem

local.

Teorema lui Fermat. Fie I � R un interval nedegenerat, c un punct
din interiorul intervalului I şi f : I ! R cu urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) c este un punct de extrem local al funcţiei f ;
ii) f este derivabil¼a în c.
Atunci

f
0
(c) = 0.

Demonstraţie. F¼ar¼a pierderea generalit¼a̧tii, putem presupune c¼a c este un
punct de maxim local.
Prin urmare exist¼a � > 0 astfel încât

f(c) � f(x),
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pentru orice x 2 (c� �; c+ �) � I.
Aşadar

f(x)� f(c)
x� c � 0,

pentru orice x 2 (c; c+ �) şi

f(x)� f(c)
x� c � 0,

pentru orice x 2 (c� �; c).
În conseciņt¼a, avem

0 � lim
x!c
x<c

f(x)� f(c)
x� c = f

0
(c) = lim

x!c
x>c

f(x)� f(c)
x� c � 0,

deci
f
0
(c) = 0. �

Observa̧tii

1. Condiţia ca c s¼a �e un punct din interiorul intervalului I este
esenţial¼a, aşa cum arat¼a urm¼atorul exemplu: f : [0; 1]! R dat¼a de f(x) = x
pentru orice x 2 [0; 1].

2. Funcţia f poate avea puncte de extrem în care s¼a nu �e derivabil¼a, aşa
cum arat¼a urm¼atorul exemplu: f : R ! R dat¼a de f(x) = jxj pentru orice
x 2 R.

3. Este posibil ca f
0
(c) = 0 f¼ar¼a ca c s¼a �e punct de extrem local, aşa

cum arat¼a urm¼atorul exemplu: f : R ! R dat¼a de f(x) = x3 pentru orice
x 2 R.

4. Interpretarea geometric¼a a Teoremei lui Fermat : într-un punct de
extrem din interiorul intervalului I în care f este derivabil¼a, tangenta la
gra�cul funçtiei este paralel¼a cu axa Ox.
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Teorema lui Rolle. Fie a; b 2 R, a < b şi f : [a; b] ! R având
urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) f este continu¼a pe [a; b];
ii) f este derivabil¼a pe (a; b);
iii) f(a) = f(b).
Atunci exist¼a c 2 (a; b) astfel încât

f
0
(c) = 0.

Demonstraţie. Printr-o eventual¼a înlocuire a lui f cu f � f(a), putem
presupune c¼a

f(a) = f(b) = 0.

De asemenea, putem presupune c¼a f nu este identic nul¼a (c¼aci altfel
concluzia este imediat¼a) şi c¼a ia şi valori strict pozitive (printr-o eventual¼a
înlocuire a lui f cu �f).
Atunci exist¼a c 2 [a; b] astfel încât

f(c) = sup
x2[a;b]

f(x).

Vom ar¼ata c¼a
c 2 (a; b).

Într-adev¼ar, dac¼a
c 2 fa; bg,

atunci
0 = f(a) = f(b) = f(c) = sup

x2[a;b]
f(x) � f(x),

pentru orice x 2 [a; b], ceea ce contrazice faptul c¼a f ia şi valori strict pozitive.
Deci

c =2 fa; bg.
Teorema lui Fermat ne asigur¼a c¼a

f
0
(c) = 0. �

Observa̧tii
1. În general, punctul c din concluzia Teoremei lui Rolle nu este unic,

aşa cum ne arat¼a cazul funçtiilor constante.
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2. Fie f : I ! R, unde I este un interval nedegenerat al axei reale, o
funcţie derivabil¼a. Atunci:
�) Între dou¼a soluţii consecutive ale ecuaţiei f(x) = 0 se a�¼a cel puţin o

soluţie a ecuaţiei f
0
(x) = 0.

�) Între dou¼a soluţii consecutive ale ecuaţiei f
0
(x) = 0 se a�¼a cel mult o

soluţie a ecuaţiei f(x) = 0.
3. Interpretarea geometric¼a a Teoremei lui Rolle: în ipotezele Teoremei

lui Rolle, exist¼a cel pu̧tin un punct al gra�cului lui f în care tangenta la
gra�cul funçtiei f este orizontal¼a.

Teorema lui Lagrange. Fie a; b 2 R, a < b şi f : [a; b] ! R având
urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) f este continu¼a pe [a; b];
ii) f este derivabil¼a pe (a; b).
Atunci exist¼a c 2 (a; b) astfel încât

f(b)� f(a)
b� a = f

0
(c).

Demonstraţie. S¼a consider¼am funçtia ' : [a; b]! R dat¼a de

'(x) = f(x)� f(a)� f(b)� f(a)
b� a (x� a),

pentru orice x 2 [a; b], care este difereņta dintre f şi funçtia care are ca gra�c
segmentul de capete (a; f(a)) şi (b; f(b)).
Prin aplicarea teoremei anterioare funçtiei ' se ob̧tine concluzia. �

Interpretarea geometric¼a a Teoremei lui Lagrange

În ipotezele Teoremei lui Lagrange, exist¼a cel pu̧tin un punct al gra�cului
lui f în care tangenta la gra�c este paralel¼a cu segmentul de capete (a; f(a))
şi (b; f(b)).

Conseciņte ale Teoremei lui Lagrange

În cadrul teoremei de mai sus, avem:
�) Dac¼a

f
0
(x) = 0,

pentru orice x 2 (a; b), atunci f este constant¼a.
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�) Dac¼a

f
0
(x) � 0 (f

0
(x) > 0),

pentru orice x 2 (a; b), atunci f este cresc¼atoare (strict cresc¼atoare).

) Dac¼a

f
0
(x) � 0 (f

0
(x) < 0),

pentru orice x 2 (a; b), atunci f este descresc¼atoare (strict descresc¼atoare).

Exemplu. S¼a se arate c¼a

ex � x+ 1,

pentru orice x 2 R.
Funçtia f : R! R dat¼a de

f(x) = ex � x� 1,

pentru orice x 2 R, are proprietatea c¼a

f
0
(x) = ex � 1,

pentru orice x 2 R, deci
f
0
(x) � 0,

pentru orice x � 0 şi
f
0
(x) � 0,

pentru orice x � 0.
Prin urmare, f este descresc¼atoare pe (�1; 0] şi cresc¼atoare pe [0;1).
Aşadar 0 este punct de minim global, i.e.

f(x) � f(0) = 0,

pentru orice x 2 R, deci ex � x+ 1 pentru orice x 2 R.

Corolarul Teoremei lui Lagrange privind existeņta derivatei unei
funçtii într-un punct. Fie I un interval nedegenerat al axei reale, f : I !
R şi x0 2 I astfel încât:
i) f este continu¼a;
ii) f este derivabil¼a pe I r fx0g;
iii) exist¼a lim

x!x0
f
0
(x).
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Atunci:
�) Exist¼a f

0
(x0).

�)
f
0
(x0) = lim

x!x0
f
0
(x).

Demonstraţie.
Este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a

lim
n!1

f(xn)� f(x0)
xn � x0

= lim
x!x0

f
0
(x),

pentru orice şir (xn)n2N � I r fx0g astfel încât

lim
n!1

xn = x0.

Aplicând Teorema lui Lagrange funçtiei f pe intervalul de capete x0 şi
xn, exist¼a �n între x0 şi xn astfel încât

f(xn)� f(x0)
xn � x0

= f
0
(�n).

Cum
lim
n!1

�n = x0,

deducem c¼a
lim
n!1

f
0
(�n) = lim

x!x0
f
0
(x),

i.e.

lim
n!1

f(xn)� f(x0)
xn � x0

= lim
x!x0

f
0
(x). �

Exemplu. S¼a se studieze derivabilitatea funçtiei f : R! R, dat¼a de

f(x) = arcsin
2x

x2 + 1
,

pentru orice x 2 R.
Avem

f
0
(x) = f �

2
x2+1

, x 2 (�1;�1) [ (1;1)
2

x2+1
, x 2 (�1; 1) .

Este uşor de v¼azut c¼a f este continu¼a pe R.
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Deoarece
lim
x!�1
x<�1

f
0
(x) = lim

x!�1
x<�1

� 2

x2 + 1
= �1,

deducem c¼a
f
0

s(�1) = �1.
Similar ob̧tinem f

0
d(�1) = 1, f

0
s(1) = 1 şi f

0
d(1) = �1.

Aşadar f nu este derivabil¼a în �1 şi 1.
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TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE CALCULULUI INTEGRAL

De�ni̧tie. Se numeşte partiţie a intervalului închis şi m¼arginit [a; b], din
R, un sistem de puncte

P = (x0; x1; :::; xn�1; xn)

din [a; b] astfel încât

a = x0 < x1 < x2 < ::: < xn�1 < xn = b,

unde n 2 N.
Cea mai mare dintre lungimile intervalelor [x0; x1], [x1; x2], :::, [xn�1; xn]

se numeşte norma partiţiei P şi se noteaz¼a cu kPk.
Aşadar

kPk = max
i2f1;2;:::;ng

(xi � xi�1) .

De�ni̧tie. Fie P = (x0; x1; :::; xn) o partiţie a intervalului [a; b] � R.
Un sistem de n puncte

� = (�1; �2; :::; �n),

cu proprietatea c¼a
�i 2 [xi�1; xi],

pentru orice i 2 f1; 2; :::; ng, se numeşte sistem de puncte intermediare aso-
ciat partiţiei P .

De�ni̧tie. Fie
P = (x0; x1; :::; xn�1; xn)

o partiţie a lui [a; b] � R,

� = (�1; �2; :::; �n)

un sistem de puncte intermediare asociat partiţiei P şi o funcţie

f : [a; b]! R.

22



Num¼arul real
nX
i=1

f(�i)(xi � xi�1),

care va � notat prin
�P (f; �),

se numeşte suma Riemann asociat¼a funcţiei f , partiţiei P şi sistemului de
puncte intermediare �.

De�ni̧tie. O funcţie f : [a; b]! R se numeşte integrabil¼a Riemann dac¼a
exist¼a un num¼ar real If cu proprietatea c¼a pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0
astfel încât

j�P (f; �)� If j < ",
pentru orice partiţie P a intervalului [a; b] cu kPk < �" şi orice � sistem de
puncte intermediare asociat partiţiei P .
Num¼arul real If (dac¼a exist¼a) este unic, se numeşte integrala Riemann

sau integrala de�nit¼a a funcţiei f pe intervalul [a; b] şi se noteaz¼a

bZ
a

f(x)dx.

Teorema de caracterizare a integrabilit¼a̧tii Riemann cu ajutorul
şirurilor de sume Riemann. Pentru orice funcţie f : [a; b] ! R, urm¼a-
toarele a�rmaţii sunt echivalente:
i) Funcţia f este integrabil¼a Riemann.
ii) Exist¼a un num¼ar real If cu proprietatea c¼a

lim
n!1

�Pn(f; �
n) = If ,

pentru orice şir de partiţii (Pn)n ale intervalului [a; b], cu lim
n!1

kPnk = 0, şi
pentru orice sisteme de puncte intermediare �n asociate partiţiilor Pn.
În acest caz, avem

If =

bZ
a

f(x)dx.
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Teorem¼a. Dac¼a funcţia f : [a; b] ! R este integrabil¼a Riemann, atunci
f este m¼arginit¼a.

De�ni̧tie. O submulţime A a lui R se numeşte neglijabil¼a Lebesgue (sau
de m¼asur¼a Lebesgue nul¼a) dac¼a pentru orice " > 0 exist¼a un şir (In)n2N de
intervale deschise şi m¼arginite satisf¼acând urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
i)

A � [
n2N
In;

ii)
1X
n=1

l(In) < ".

Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann. Pentru orice
funcţie f : [a; b]! R, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
i) f este integrabil¼a.
ii) f este m¼arginit¼a şi mulţimea punctelor în care f este discontinu¼a este

neglijabil¼a Lebesgue.

Corolar. Orice funcţie continu¼a f : [a; b]! R este integrabil¼a Riemann.

Corolar. Orice funcţie monoton¼a f : [a; b] ! R este integrabil¼a Rie-
mann.

Formula Leibniz-Newton. Fie f : [a; b] ! R o funcţie care satisface
urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
i) f este integrabil¼a Riemann;
ii) f admite primitive.
Atunci

bZ
a

f(x)dx = F (b)� F (a),

unde F este o primitiv¼a arbitrar¼a a lui f .
Demonstraţie. Fie (Pn)n2N un şir de parti̧tii ale intervalului [a; b] cu pro-

prietatea c¼a
lim
n!1

kPnk = 0,

unde
Pn = (x

n
0 ; x

n
1 ; :::; x

n
mn�1; x

n
mn
).
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Având în vedere Teorema lui Lagrange, deducem c¼a, pentru orice i 2
f1; 2; :::;mng, exist¼a

�ni 2 (xni�1; xni )
astfel încât

F (xni )� F (xni�1) = F
0
(�ni )(x

n
i � xni�1),

i.e.
F (xni )� F (xni�1) = f(�ni )(xni � xni�1).

Dac¼a vom considera sistemul de puncte intermediare

�n = (�n1 ; �
n
2 ; :::; �

n
mn�1; �

n
mn
)

asociat parti̧tiei Pn a intervalului [a; b], atunci

�Pn(f; �
n) =

mnX
i=1

f(�ni )(x
n
i � xni�1) =

mnX
i=1

(F (xni )� F (xni�1)) =

= F (xnmn
)� F (xn0 ) = F (b)� F (a),

i.e.
�Pn(f; �

n) = F (b)� F (a), (1)

pentru orice n 2 N.
Deoarece f este integrabil¼a şi

lim
n!1

kPnk = 0,

conform Teoremei anterioare,

lim
n!1

�Pn(f; �
n) =

bZ
a

f(x)dx,

de unde, conform cu (1), ob̧tinem

bZ
a

f(x)dx = F (b)� F (a). �
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Observa̧tie. Orice funcţie continu¼a satisface condiţiile i) şi ii) din Teo-
rema Leibniz-Newton.

Teorema de medie pentru integrala Riemann. Fie f : [a; b] ! R
continu¼a. Atunci exist¼a c 2 [a; b] astfel încât

bZ
a

f(x)dx = (b� a)f(c).

Teorem¼a. Pentru orice f : [a; b] ! R continu¼a, funcţia F : [a; b] ! R,
dat¼a de

F (x) =

xZ
a

f(t)dt,

pentru orice x 2 [a; b], este derivabil¼a şi

F
0
= f

(i.e. F este o primitiv¼a a lui f).
Demonstraţie. Pentru c 2 [a; b] arbitrar ales, vom ar¼ata c¼a exist¼a

lim
x!c

F (x)� F (c)
x� c

şi c¼a

lim
x!c

F (x)� F (c)
x� c = f(c).

În acest scop, vom considera un şir arbitrar (un)n2N de elemente din
[a; b]r fcg astfel încât

lim
n!1

un = c,

şi vom dovedi c¼a

lim
n!1

F (un)� F (c)
un � c

= f(c).

Într-adev¼ar, conform Teoremei de medie pentru integrala Riemann, pen-
tru orice n 2 N, exist¼a cn, între c şi un, cu proprietatea c¼a

F (un)� F (c) = f(cn)(un � c),
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de unde
F (un)� F (c)

un � c
= f(cn). (1)

Cum
lim
n!1

cn = c

(c¼aci
jcn � cj � jun � cj ,

pentru orice n 2 N şi
lim
n!1

un = c)

şi f este continu¼a în c, prin trecere la limit¼a în (1), dup¼a n ! 1, deducem
c¼a exist¼a lim

n!1
F (un)�F (c)

un�c şi c¼a valoarea sa este f(c). �

Exerci̧tiu. S¼a se calculeze

lim
x!0

xR
0

ln(1 + t2)dt

sin3 x
.

Teorema de schimbare de variabil¼a. Fie � : [a; b] ! [�; �] şi f :
[�; �]! R astfel încât:
i) � este de clas¼a C1 i.e. este derivabil¼a, cu derivata continu¼a;
ii) f este continu¼a.
Atunci:

�(b)Z
�(a)

f(t)dt =

bZ
a

f(�(x))�
0
(x)dx.

Demonstraţie. Dac¼a F este o primitiv¼a a funçtiei f , atunci F � � este o
primitiv¼a a funçtiei (f � �)�0 şi Formula Leibniz-Newton ne îndrept¼a̧teşte s¼a
scriem egalit¼a̧tile

bZ
a

f(�(x))�
0
(x)dx = (F � �)(b)� (F � �)(a) = F (�(b))� F (�(a))
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şi
�(b)Z
�(a)

f(t)dt = F (�(b))� F (�(a)),

de unde deducem concluzia. �

Exemplu. S¼a se calculeze

1Z
0

x2ex
3

dx.

Avem
1Z
0

x2ex
3

dx =
1

3

1Z
0

etdt =
1

3
et j10=

e� 1
3
.

Teorema de integrare prin p¼aŗti. Fie f; g : [a; b] ! R dou¼a funcţii
de clas¼a C1.
Atunci

bZ
a

f(x)g
0
(x)dx = f(b)g(b)� f(a)g(a)�

bZ
a

f
0
(x)g(x)dx.

Demonstraţie. Deoarece

(fg)
0
(x) = f

0
(x)g(x) + f(x)g

0
(x),

avem
bZ
a

(fg)
0
(x)dx =

bZ
a

(f
0
(x)g(x) + f(x)g

0
(x))dx,

de unde, utilizând formula Leibniz-Newton, deducem c¼a

f(b)g(b)� f(a)g(a) =
bZ
a

f(x)g
0
(x)dx+

bZ
a

f
0
(x)g(x)dx,

i.e. concluzia. �
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Exemplu. S¼a se calculeze

�Z
0

ex sin xdx.

Cu nota̧tia

I
not
=

�Z
0

ex sin xdx,

avem

I =

�Z
0

(ex)
0
sin xdx = ex sin x j�0 �

�Z
0

ex(sinx)
0
dx =

= �
�Z
0

ex cosxdx = �
�Z
0

(ex)
0
cosxdx =

= �ex cosx j�0 +
�Z
0

ex(cosx)
0
dx = e� + 1�

�Z
0

ex sin xdx =

= e� + 1� I,
de unde

I =
e� + 1

2
,

i.e.
�Z
0

ex sin xdx =
e� + 1

2
.
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ŞIRURI ŞI SERII DE FUNCŢII

De�ni̧tie. Fie (fn)n2N un şir de funcţii, fn : D � Rp ! Rq, pentru orice
n 2 N, şi f : D0 � D � Rp ! Rq.
Spunem c¼a şirul (fn)n2N converge (simplu), pe D0, c¼atre f , şi vom nota

fn
s! f ,

dac¼a, pentru orice x 2 D0, avem

lim
n!1

fn(x) = f(x),

i.e. pentru orice x 2 D0 şi orice " > 0 exist¼a nx;" 2 N astfel încât

kfn(x)� f(x)k < ",
pentru orice n 2 N, n � nx;".

Exemplu. Se constat¼a uşor c¼a şirul de funçtii (fn)n2N, unde fn : [0; 1]!
R este descris¼a de

fn(x) = x
n,

pentru orice x 2 R şi n 2 N, converge simplu c¼atre funçtia f : [0; 1] ! R
descris¼a de

f(x) = f 0, x 2 [0; 1)
1, x = 1

.

Observa̧tie. Suntem interesaţi în a studia în ce m¼asur¼a propriet¼aţile
funcţiilor fn se transmit la funcţia f . Aşa cum arat¼a exemplul de mai
sus (unde deşi funcţiile fn sunt continue, funcţia limit¼a nu are aceast¼a pro-
prietate), convergenţa simpl¼a nu este instrumentul adecvat acestui scop. O
analiz¼a geometric¼a a exemplului de mai sus arat¼a c¼a motivul discontinuit¼aţii
funcţiei limit¼a în 1 este faptul c¼a, pe m¼asur¼a ce n creşte, gra�cul lui fn se
dep¼arteaz¼a de gra�cul lui f în apropierea lui 1. Prin urmare avem nevoie de
o nou¼a noţiune de convergenţ¼a pentru şiruri de funcţii, convergenţ¼a care s¼a
oblige "gra�cul lui fn s¼a convearg¼a c¼atre gra�cul lui f".
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De�ni̧tie. Fie (fn)n2N un şir de funcţii, fn : D � Rp ! Rq, pentru orice
n 2 N, şi f : D0 � D � Rp ! Rq.
Spunem c¼a şirul (fn)n2N converge uniform, pe D0, c¼atre f , şi vom nota

fn
u! f ,

dac¼a pentru orice " > 0 exist¼a n" 2 N astfel încât

kfn(x)� f(x)k < ",
pentru orice n 2 N, n � n" şi orice x 2 D0.

Observa̧tie. În cazul în care p = q = 1, fn
u! f înseamn¼a c¼a pentru

orice " > 0 exist¼a n" 2 N astfel încât

f(x)� " < fn(x) < f(x) + ",

pentru orice x 2 D0 şi orice n 2 N, n � n", adic¼a pentru orice " > 0 exist¼a
n" 2 N astfel încât gra�cul lui fn se a�¼a între Gf�" şi Gf+" pentru orice
n 2 N, n � n", adic¼a "gra�cul lui fn converge c¼atre gra�cul lui f".

Observa̧tie. Noţiunea de convergenţ¼a uniform¼a pentru şiruri de funcţii
este cea care permite transferul propriet¼aţilor lui fn la f , în particular, per-
mite permutarea limitei cu derivata şi cu integrala. De asemenea, ea ne
permite construcţia unor obiecte matematice foarte "exotice", ca de exemplu
funcţii din R în R care sunt continue, dar sunt nederivabile în orice punct
al lui R, curbe a c¼aror imagine umple un p¼atrat etc.

Propozi̧tie. Un şir (fn)n2N de funcţii m¼arginite, fn : D � Rp ! Rq,
converge uniform, pe D0, c¼atre f : D � Rp ! Rq dac¼a şi numai dac¼a

lim
n!1

sup
x2D

kfn(x)� f(x)k = 0.

Teorema de transport a continuit¼a̧tii prin convergeņta uniform¼a.
Fie (fn)n2N, fn : D � Rp ! Rq, un şir de funcţii continue care converge
uniform c¼atre f : D ! Rq. Atunci f este continu¼a.
Demonstraţie. Deoarece şirul de funçtii (fn)n2N, converge uniform c¼atre

f , pentru orice " > 0 exist¼a n" 2 N astfel ca pentru orice n 2 N, n � n" şi
orice x 2 D s¼a avem

kfn(x)� f(x)k <
"

3
.
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Pentru a ar¼ata c¼a f este continu¼a într-un punct arbitrar a 2 D, s¼a ob-
serv¼am c¼a

kf(x)� f(a)k � kf(x)� fn"(x)k+ kfn"(x)� fn"(a)k+ kfn"(a)� f(a)k <

<
"

3
+ kfn"(x)� fn"(a)k+

"

3
.

Deoarece fn" este continu¼a în a, exist¼a �";a > 0, astfel încât dac¼a x 2 D
şi kx� ak < �";a, atunci

kfn"(x)� fn"(a)k <
"

3
.

Ca atare, dac¼a x 2 D şi kx� ak < �";a, avem

kf(x)� f(a)k � "

3
+
"

3
+
"

3
= ",

ceea ce stabileşte continuitatea lui f în a.

Teorema de permutare a limitei cu derivata. Fie (fn)n2N un şir de
funcţii, unde fn : I ! R, cu urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) I este un interval nedegenerat şi m¼arginit din R;
ii) exist¼a x0 2 I astfel încât şirul (fn(x0))n2N este convergent;
iii) fn este derivabil¼a pentru orice n 2 N;
iv) şirul (f

0
n)n2N converge uniform c¼atre o funcţie g : I ! R.

Atunci:
�) Exist¼a o funcţie derivabil¼a f : I ! R astfel încât şirul (fn)n2N converge

uniform c¼atre f ;
�) f

0
= g, i.e.

( lim
n!1

fn(x))
0
= lim

n!1
f
0

n(x).

Demonstraţie. Vom folosi urm¼atoarele nota̧tii:
- l(I) reprezint¼a lungimea intervalului I
-

kfk = sup
x2I

jf(x)j .

�) Pentru x 2 I, m;n 2 N, conform Teoremei lui Lagrange aplicat¼a
funçtiei fm � fn pe intervalul de capete x şi x0, exist¼a y între x şi x0 astfel
încât

fm(x)� fn(x) = fm(x0)� fn(x0) + (x� x0)(f
0

m(y)� f
0

n(y)).
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Ca atare

kfm � fnk � jfm(x0)� fn(x0)j+ l(I)



f 0m � f 0n


 ,

de unde, folosind Criteriul lui Cauchy pentru convergeņt¼a uniform¼a şi faptul
c¼a (fn(x0))n2N este convergent, deducem c¼a şirul (fn)n2N converge uniform
c¼atre o funçtie f : I ! R.
�) Fie c 2 I.
Vom ar¼ata c¼a f este derivabil¼a în c şi c¼a

f
0
(c) = g(c).

Pentru x 2 I arbitrar ales, conform Teoremei lui Lagrange aplicat¼a
funçtiei fm � fn pe intervalul de capete x şi c, exist¼a z între x şi c astfel
încât

fm(x)� fn(x) = fm(c)� fn(c) + (x� c)(f
0

m(z)� f
0

n(z)).

În conseciņt¼a avem����fm(x)� fm(c)x� c � fn(x)� fn(c)
x� c

���� � 


f 0m � f 0n


 , (1)

pentru orice x 2 I r fcg.
Fie " > 0 arbitrar, dar �xat.
Deoarece şirul (f

0
n)n2N converge uniform, exist¼a n" 2 N astfel încât


f 0m � f 0n


 < ",

pentru orice m;n 2 N, m;n � n", deci, trecând la limit¼a, în (1), dup¼a m
tinzând la 1, ob̧tinem����f(x)� f(c)x� c � fn(x)� fn(c)

x� c

���� � ", (2)

pentru orice n 2 N, n � n".
Deoarece

lim
n!1

f
0

n(c) = g(c),

exist¼a m" 2 N astfel încât ���f 0n(c)� g(c)��� < ", (3)
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pentru orice n 2 N, n � m".
Deoarece fk", unde k" = maxfn";m"g, este derivabil¼a în c, exist¼a � (de-

pinzând de k", deci de ") astfel încât����fk"(x)� fk"(c)x� c � f
0

k"(c)

���� < ", (4)

pentru orice x cu proprietatea c¼a 0 < jx� cj < �.
Prin urmare ����f(x)� f(c)x� c � g(c)

���� (2);(3)&(4)�

�
����f(x)� f(c)x� c � fk"(x)� fk"(c)

x� c

����+����fk"(x)� fk"(c)x� c � f
0

k"(c)

����+���f 0k"(c)� g(c)��� < 3",
pentru orice x cu proprietatea c¼a 0 < jx� cj < �, ceea ce arat¼a c¼a f este
derivabil¼a în c şi c¼a f

0
(c) = g(c). �

Teorema de permutare a limitei cu integrala. Fie f; fn : [a; b]! R,
unde n 2 N, astfel încât urm¼atoarele propriet¼aţi sunt satisf¼acute:
ii) fn este integrabil¼a Riemann pentru orice n 2 N;
iii) şirul de funcţii (fn)n2N converge uniform c¼atre funcţia f .
Atunci:
�) f este integrabil¼a Riemann;
�)

bZ
a

f =

bZ
a

lim
n!1

fn = lim
n!1

bZ
a

fn.

Demonstraţie.
�) Deoarece fn

u! f exist¼a n0 2 N astfel încât

sup
x2[a;b]

jfn0(x)� f(x)j < 1,

de unde
jf(x)j � jf(x)� fn0(x)j+ jfn0(x)j �

� sup
x2[a;b]

jfn0(x)� f(x)j+ sup
x2[a;b]

jfn0(x)j <

< 1 + sup
x2[a;b]

jfn0(x)j ,

34



pentru orice x 2 [a; b], ceea ce, având în vedere m¼arginirea funçtiei fn0 (care
decurge din integrabilitatea ei) ne asigur¼a m¼arginirea lui f .
Conform Criteriului lui Lebesgue, muļtimea

Dn = fx 2 [a; b] j fn nu este continu¼a în xg

este neglijabil¼a Lebesgue pentru orice n 2 N, deci [
n2N
Dn este neglijabil¼a

Lebesgue.
Cum

D = fx 2 [a; b] j f nu este continu¼a în xg � [
n2N
Dn,

deducem c¼a D este neglijabil¼a Lebesgue.
Prin urmare, conform Criteriului lui Lebesgue, concluzion¼am c¼a f este

integrabil¼a. �
�) Avem������

bZ
a

f �
bZ
a

fn

������ �
bZ
a

jfn � f j � (b� a) sup
x2[a;b]

jfn(x)� f(x)j ,

pentru orice n 2 N.
Deoarece fn

u! f avem

lim
n!1

sup
x2[a;b]

jfn(x)� f(x)j = 0,

deci, având în vedere Lema cleştelui, concluzion¼am c¼a

lim
n!1

bZ
a

fn =

bZ
a

f . �

Exemplu. S¼a arate c¼a exist¼a şi s¼a se calculeze

lim
n!1

1Z
0

(1 + x2)
nex + xe�x

n+ x
dx.

Şirul de funçtii (fn)n2N, unde

fn : [0; 1]! R
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este dat¼a de

fn(x) = (1 + x
2)
nex + xe�x

n+ x
,

pentru orice n 2 N şi orice x 2 [0; 1], converge simplu c¼atre funçtia

f : [0; 1]! R

dat¼a de
f(x) = (1 + x2)ex,

pentru orice x 2 [0; 1].
Deoarece

jfn(x)� f(x)j = (1 + x2)
x

x+ n

1� e2x
ex

� 2

n
,

pentru orice n 2 N şi orice x 2 [0; 1], deducem c¼a

sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j �
2

n
,

pentru orice n 2 N, deci

lim
n!1

sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j = 0,

i.e.
fn

u! f .

Prin urmare, folosind Teorema de permutare a limitei cu integrala, de-
ducem c¼a

lim
n!1

1Z
0

(1 + x2)
nex + xe�x

n+ x
dx = lim

n!1

1Z
0

fn(x)dx =

=

1Z
0

f(x)dx =

1Z
0

(1 + x2)exdx.

Având în vedere formula de integrare prin p¼aŗti, avem

1Z
0

(1 + x2)exdx =

1Z
0

(1 + x2)(ex)
0
dx = (1 + x2)ex j10 �

1Z
0

(1 + x2)
0
exdx =
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= 2e� 1� 2
1Z
0

x(ex)
0
dx = 2e� 1� 2[xex j10 �

1Z
0

x
0
exdx] =

= �1 + 2
1Z
0

exdx = �1 + 2ex j10= 2e� 3.

Aşadar

lim
n!1

1Z
0

(1 + x2)
nex + xe�x

n+ x
dx = 2e� 3.

De�ni̧tie. Fie D � R, fn; f : D ! R, Sn = f1 + :::+ fn, unde n 2 N.
Spunem c¼a:
i) seria de funcţii

P
n

fn converge c¼atre f dac¼a şirul de funcţii (Sn)n2N

converge c¼atre f ;
ii) seria de funcţii

P
n

fn converge uniform c¼atre f dac¼a şirul de funcţii

(Sn)n2N converge uniform c¼atre f ;
iii) seria de funcţii

P
n

fn converge absolut dac¼a seria
P
n

jfn(x)j este con-
vergent¼a pentru orice x 2 D.

Folosind rezultatele privind transportul de propriet¼a̧ti pentru şirurile de
funçtii se pot deduce rezultate similare pentru serii de funçtii.

Teorem¼a. Fie D � R, fn; f : D ! R, n 2 N, astfel încât:
i) fn este continu¼a pentru orice n 2 N;
ii) seria de funcţii

P
n

fn converge uniform c¼atre f .

Atunci f este continu¼a.

Teorem¼a. Fie a; b 2 R, a � b, fn; f : [a; b]! R, n 2 N, astfel încât:
i) fn este integrabil¼a pentru orice n 2 N;
ii) seria de funcţii

P
n

fn converge uniform c¼atre f .

Atunci:
�) f este integrabil¼a;

�)
bR
a

f =
bR
a

P
n

fn =
P
n

bR
a

fn.
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Teorem¼a. Fie a; b 2 R, a � b, fn : [a; b]! R, n 2 N şi x0 2 [a; b] astfel
încât:
i) seria

P
n

fn(x0) este convergent¼a;

ii) seria de funcţii
P
n

f
0

n converge uniform.

Atunci exist¼a f : [a; b]! R având urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
a) seria de funcţii

P
n

fn converge uniform c¼atre f .

b) (
P
n

fn)
0
= f

0
=
P
n

f
0

n.

Criteriul lui Weierstrass privind seriile de funçtii. Fie D � R,
fn : D ! R, n 2 N, astfel încât exist¼a un şir de numere reale (Mn)n2N având
urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
i)

jfn(x)j �Mn,

pentru orice x 2 D şi orice n 2 N;
ii) seria

P
n

Mn este convergent¼a.

Atunci seria de funcţii
P
n

fn converge absolut şi uniform.

Exemplu. S¼a se arate c¼a seriaX
n

xn

n2

converge uniform pe [�1; 1].
Deoarece ����xnn2

���� � 1

n2
,

pentru orice n 2 N şi orice x 2 [�1; 1] şi seriaX
n

1

n2

este convergent¼a, conform Criteriului lui Weierstrass, seria
P
n

xn

n2
converge

uniform pe [�1; 1].
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Exerci̧tii propuse

1. S¼a se arate c¼a şirul (1 + 1
22
+ :::+ 1

n2
)n2N este convergent.

2. S¼a se a�e suma seriei
P
n�1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
.

3. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1

1
n npn .

4. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1

p
n

n2+5
.

5. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1
(an

2+n+1
n2

)n, a > 0.

6. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1

an

np
, a > 0, p 2 R.

7. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1

(2n)!
4n(n!)2

.

8. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1

sinn cosn2p
n

.

9. S¼a se studieze natura seriei
P
n�1
(�1)n 1

n1+
1
n
.

10. S¼a se arate c¼a nu exist¼a lim
x!1

sin x şi lim
x!0
f(x), unde f : R ! R este

dat¼a de f(x) = f 1, x 2 Q
0, x =2 Q .

11. S¼a se calculeze:
i) lim
x!0

9�x
3�
p
x
;

ii) lim
x!0

x2p
1+x2�1 ;

iii) lim
x!�1

x�1p
x2�4 ;

iv) lim
x!0

1�cosx
x sinx

;

v) lim
x!1

(x
2+x+1
x2+2

)x
2
;

vi) lim
x!0

1�cosx cos 2x::: cosnx
x2

, unde n 2 N.
12. S¼a se studieze continuitatea în 0 a urm¼atoarelor funçtii f : R! R:
i) f(x) = [x] pentru orice x 2 R;

ii) f(x) = f
ex�1
x
, x 6= 0

e, x = 0
;

iii) f(x) = f x, x < 0
x2, x � 0 .

13. S¼a se a�e constantele a; b 2 R astfel încât funçtia f : R! R dat¼a de

f(x) = f
p
a+x�1
x

, x > 0
2x+ b, x � 0 s¼a �e continu¼a.
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14. Fie f; g : R ! R dou¼a funçtii continue, h : R ! R dat¼a de

h(x) = f f(x), x 2 Q
g(x), x =2 Q şi x0 2 R. S¼a se arate c¼a urm¼atoarele a�rma̧tii

sunt echivalente:
i) h este continu¼a în x0;
ii) f(x0) = g(x0).
15. Fie f : R! R astfel încât jf(x)� xj � x2 pentru orice x 2 R. S¼a se

demonstreze c¼a f este continu¼a în 0.
16. S¼a se studieze derivabilitatea urm¼atoarelor funçtii f : R! R:

i) f(x) = f 2x, x < 0
x2, x � 0 ;

ii) f(x) = f sin x, x < �
4

� cosx, x � �
4

;

iii) f(x) = f sin x, x < 0
ax+ b, x � 0 , unde a şi b sunt parametri reali.

17. S¼a se calculeze derivata funçtiei f : (�1;1) ! R, dat¼a de f(x) =
(1 + x)cosx pentru orice x 2 (�1;1).
18. Fie a; b > 0. Atunci ax + bx � 2 pentru orice x 2 R dac¼a şi numai

dac¼a b = 1
a
.

19. S¼a se determine num¼arul şi pozi̧tionarea r¼ad¼acinilor ecua̧tiei:
i) x3 � 12x+ 1 = 0;
ii) x2 = 2 lnx+ 10;
iii) 3x5 � 25x3 + 60x+m = 0, unde m 2 R.
20. S¼a se determine punctele de extrem ale funçtiei f : R! R, dat¼a de:
i) f(x) = xp

x2+1
pentru orice x 2 R;

ii) f(x) = ex
3�3x pentru orice x 2 R.

21. S¼a se demonstreze c¼a arcsinx+arccosx = �
2
pentru orice x 2 [�1; 1].

22. S¼a se calculeze lim
x!0

xR
0

ln(1+t2)dt

sin3 x
.

23. S¼a se calculeze:

i)

�
2R
0

cosx
2+sinx

dx;

ii)
1R
0

1
1+
p
x
dx;

iii)
2R
1

p
x2�1
x
dx.
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iv)
eR
1

lnxdx;

v)
1R
0

xe�xdx;

vi)
1R
0

arctgxdx;

vii)
1R
0

x � arctgxdx;

vii)

�
2R
0

x sin xdx.

24. S¼a se studieze convergeņta simpl¼a şi uniform¼a pentru şirul de funçtii
(fn)n2N, în urm¼atoarele situa̧tii:
i) fn : [0;1) ! R este dat¼a de fn(x) = x

x+n
pentru orice n 2 N şi

x 2 [0;1);
ii) fn : [a; b]! R este dat¼a de fn(x) = x

x+n
pentru orice n 2 N şi x 2 [a; b],

unde 0 < a < b.
25. S¼a se studieze convergeņta simpl¼a şi uniform¼a pentru şirul de funçtii

(fn)n2N, în urm¼atoarele situa̧tii:
i) fn : [�1; 1]! R şi

fn(x) =
x

1 + n2x2
,

pentru orice n 2 N şi x 2 [�1; 1].
ii) fn : [0; 1]! R şi

fn(x) = x
n(1� xn),

pentru orice n 2 N şi x 2 [�1; 1].
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II. ALGEBRĂ 
1. Subspații vectoriale. Operații cu subspații vectoriale. 
2. Baza și dimensiunea unui spațiu vectorial. Teorema Grassmann. 
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4. Subgrupuri. Teorema Cayley. Teorema Lagrange pentru grupuri. 
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Algebră

1. Subspaţii vectoriale. Operaţii cu subspaţii vectoriale

2. Bază şi dimensiune. Teorema Grassmann

3. Vectori şi valori proprii. Diagonalizare

4. Subgrupuri. Teorema Cayley. Teorema Lagrange pentru grupuri

5. Ideale într-un inel. Teoreme de izomorfism pentru inele
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1 Subspaţii vectoriale. Operaţii cu subspaţii vectori-
ale

Se consideră: V o mulţime ale cărei elemente se numesc vectori, (notate cu x, y, z, ...),
(K,+, .) un corp comutativ cu elementele notate α, β, γ, ..., numite scalari (spre exemplu
K poate fi R sau C) şi legile de compoziţie: adunarea vectorilor + : V × V → V şi
amplificarea cu scalari a vectorilor K. : K × V → V .

Definiţia 1.1. Tripletul (V,+,K. ) se numeşte spaţiu vectorial peste corpul K sau K-spaţiu
vectorial (scris simplu V ) dacă (V,+) este grup abelian, iar K. (fără a scrie explicit K. în
operaţii) satisface axiomele amplificării cu scalari:

i) (α + β)x = αx+ βx, ∀α, β ∈ K şi ∀x ∈ V ;
ii) α(x+ y) = αx+ αy, ∀α ∈ K şi ∀x, y ∈ V ;
iii) α(βx) = (αβ)x, ∀α, β ∈ K şi ∀x ∈ V ;
iv) 1x = x, ∀x ∈ V , unde 1 ∈ K.

Definiţia 1.2. O mulţime nevidă S ⊂ V se numeşte subspaţiu vectorial al K-spaţiului
vectorial V (se notează S ≺ V ) dacă operaţiile din V restricţionte la S definesc pe S o
structură de spaţiu vectorial.

Teorema 1.1. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
i) S este subspaţiu vectorial al lui V ;
ii) ∀ x, y ∈ S, x+ y ∈ S şi ∀ α ∈ K, αx ∈ S;
iii) ∀ x, y ∈ S, ∀ α, β ∈ K, αx+ βy ∈ S.

Observaţia 1.1. i) Dacă S ≺ V , atunci în particular este şi subgrup în (V,+), deci conţine
vectorul nul 0. Aşadar, orice submulţime a unui spaţiu vectorial, care nu conţine vectorul
nul, nu este subspaţiu vectorial.
ii) {0} şi V sunt subspaţii în V ; {0} se numeşte subspaţiul nul al lui V. Orice subspaţiu în
V, diferit de {0} şi de V se numeşte subspaţiu propriu.

Operaţii cu subspaţii vectoriale. Fie S1, S2 subspaţii vectoriale în V şi următoarele
submulţimi ale lui V :

S1 ∩ S2, S1 ∪ S2, S1 + S2 = {x1 + x2 | x1 ∈ S1, x2 ∈ S2}, S1�S2, S2�S1.

Observaţia 1.2. Diferenţele S1�S2 şi S2�S1 nu sunt subspaţii vectoriale în V deoarece
nu conţin vectorul nul 0.

Propoziţia 1.1. Intersecţia S1 ∩ S2 şi suma S1 + S2 sunt subspaţii în V .

Demonstraţie. Verificăm condiţia ii) din Teorema 1.1 pentru S1 ∩ S2 şi S1 + S2, respectiv.
Pentru S1 ∩ S2. Fie α, β ∈ K şi x, y ∈ V1 ∩ V2, arbitrar alese. Deoarece S1 şi S2 sunt
subspaţii în V , conform Teoremei 1.1, ii) rezultă că αx + βy ∈ S1 şi αx + βy ∈ S2. Deci,
αx+ βy ∈ S1 ∩ S2.
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Pentru S1 + S2. Fie α, β ∈ K şi x, y ∈ S1 +S2, arbitrar alese. Din definiţia sumei S1 +S2,
există x1, y1 ∈ S1 şi x2, y2 ∈ S2 astfel încât x = x1 + x2 şi y = y1 + y2. Atunci,

αx+ βy = α(x1 + x2) + β(y1 + y2) = αx1 + αx2 + βy1 + βy2 = (αx1 + βy1) + (αx2 + βy2),

acesta fiind vector din S1 + S2 deoarece αx1 + βy1 ∈ S1 şi αx2 + βy2 ∈ S2.

Observaţia 1.3. Scrierea vectorului v = v1 + v2 ∈ S1 + S2, cu v1 ∈ S1 şi v2 ∈ S2 nu este
unică în general. Într-adevăr, dacă S1 ∩ S2 ̸= {0} atunci există u ∈ S1 ∩ S2, u ̸= 0, astfel
încât

v = v1 + v2 = (v1 + u) + (v2 − u) = w1 + w2,

unde w1 = v1 + u ∈ S1 şi w2 = v2 − u ∈ S2. Aşadar, descompunerea v = v1 + v2 este unică
dacă şi numai dacă S1 ∩ S2 = {0}.

Definiţia 1.3. Subspaţiul sumă S1 + S2 se numeşte subspaţiul sumă directă, şi se notează
S1 ⊕ S2, dacă S1 ∩ S2 = {0}.

Observaţia 1.4. Noţiunile de sumă şi sumă directă pot fi extinse la un număr finit de
subspaţii vectoriale.

Fie M ⊂ V o submulţime oarecare a lui V , M ̸= ∅.

Definiţia 1.4. Un vector v ∈ V de forma

v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn, ∀ v1, v2, .., vn ∈M, ∀λ1, λ2, .., λn ∈ K

se numeşte combinaţie liniară finită de elementele din M .

Propoziţia 1.2. Mulţimea tuturor combinaţiilor liniare finite de elemente din M împreună
cu adunarea şi amplificarea lor cu scalari este un subspaţiu în V , numit subspaţiul generat
de M, notat cu [M ] .

Observaţia 1.5. Elementele lui M se numesc generatorii subspaţiului [M ].

Definiţia 1.5. Fie M ⊂ V o submulţime nevidă a lui V . M se numeşte sistem de genera-
tori al K-spaţiului vectorial V dacă subspaţiul generat de M coincide cu V, adică [M ] = V.
Dacă M este mulţime finită, atunci V este finit generat.

Observaţia 1.6. Reuniunea a două subspaţii nu este în general, un subspaţiu.

Spre exemplu, fie subspaţiile vectoriale în R-spaţiul vectorial R2:

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x = 0} şi S2 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0},

Observăm că (0, 1) ∈ S1, (1, 0) ∈ S2 şi mai mult, ambii vectori sunt în S1 ∪ S2. Dacă
S1 ∪ S2 ar fi subspaţiu vectorial, atunci suma (0, 1) + (1, 0) = (1, 1) ar trebui să aparţină
reuniunii, deci să fie element în S1 sau S2, adică să aibă fie prima componentă, fie a doua,
nulă, ceea ce nu este adevărat. Deci S1 ∪ S2 nu este subspaţiu vectorial.

Propoziţia 1.3. Fie S1, S2 subspaţii vectoriale în V. Subspaţiul sumă S1 +S2 coincide cu
subspaţiul generat de S1 ∪ S2, adică [S1 ∪ S2] = S1 + S2.
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2 Bază şi dimensiune. Teorema Grassmann
Fie V un K-spaţiu vectorial.

Definiţia 2.1. Fie M = {v1, v2, ...., vp} ⊂ V o mulţime (un sistem) de vectori din V . M
se numeşte liniar independentă dacă oricare ar fi combinaţia liniară α1v1+α2v2+ ..+αpvp,
αi ∈ K, i = 1, 2, ..., p, egalitatea

α1v1 + α2v2 + ..+ αpvp = 0 (2.1)

are loc dacă şi numai dacă α1 = α2 = ... = αp = 0.

Observaţia 2.1. În caz contrar, M se numeşte liniar dependentă. Adică, în ecuaţia (2.1),
există cel puţin un αk ̸= 0, ceea ce permite explicitarea lui vk, adică exprimarea lui vk printr-
o combinaţie liniară de ceilalţi vectori din sistem. Aşadar, un sistem de vectori este liniar
dependent dacă şi numai dacă unul din vectori este o combinaţie liniară a celorlalţi.

Observaţia 2.2. i) Mulţimea {0} este liniar dependentă. Vectorul nul 0 nu face parte din
niciun sistem de vectori liniar independent. Mai exact, orice sistem de vectori care conţine
0 este liniar dependent.
ii) Dacă v ∈ V , v ̸= 0, atunci {v} este liniar independentă.
iii) O mulţime infinită de vectori din V este liniar independentă dacă orice parte finită din
ea este liniar independentă.
iv) Dacă M1 ⊂M2 şi M1 este liniar dependentă atunci M2 este liniar dependentă;
v) Dacă M1 ⊂M2 şi M2 este liniar independentă atunci M1 este liniar independentă.

Definiţia 2.2. Fie V un spaţiu vectorial. Un sistem de vectori B ⊂ V se numeşte bază a
spaţiului vectorial V dacă:

i) B este liniar independent;
ii) [B] = V.

Observaţia 2.3. i) În Definiţia 2.2, condiţia ii) atestă că orice vector x ∈ V este o
combinaţie liniară de elemente ale lui B. Mai exact, dacă B = {e1, e2, ...., en} există scalarii
x1, ..., xn ∈ K astfel încât

x = x1e1 + x2e2 + ..+ xnen =
n∑

i=1

xiei. (2.2)

Relaţia (2.2) se numeşte scrierea vectorului x în baza B = {e1, e2, ...., en}, iar scalarii
x1, x2, ..., xn se numesc componentele vectorului x în baza B = {e1, e2, ...., en}.

Propoziţia 2.1. Componentele unui vector într-o bază sunt unice.

Propoziţia 2.2. Fie V un spaţiu vectorial finit generat. Dacă B = {e1, e2, ..., en} şi
B′ = {e′1, e′2, ..., e′m} sunt baze în V, atunci n = m.
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Definiţia 2.3. Numărul de vectori ai unei baze într-un spaţiu vectorial V se numeşte
dimensiunea spaţiului, notată dimV . Dimensiunea spaţiului vectorial nul {0} este 0, (în
{0} nu există bază).

Observaţia 2.4. Dacă V este generat de un sistem infinit de vectori atunci dimV = ∞.

Schimbarea bazei. Fie K-spaţiul vectorial V cu dimV = n. Fie B = {e1, e2, ...., en} şi
B′ = {e′1, e′2, ...., e′n} baze în V . Atunci, fiecare vector x ∈ V se scrie în mod unic în raport
cu fiecare din cele două baze

x =
n∑

i=1

xiei =
n∑

i=1

x′ie
′
i. (2.3)

Pe de altă parte, fiecare vector din B′ se poate scrie în mod unic, ca o combinaţie liniară
de vectori ai bazei B,

e′j = s1je1 + s2je2 + ...+ snjen =
n∑

i=1

sijei, (2.4)

pentru fiecare j = 1, 2, ..., n. Rezultă matricea inversabilă S = (sij)i,j=1,n ale cărei coloane
sunt componentele vectorilor din B′ în raport cu B, numită matricea schimbării de bază în
V , (matricea de trecere de la baza B la baza B′). Înlocuind (2.4) în (2.3) rezultă,

x =
n∑

j=1

x′je
′
j =

n∑
i=1

(
n∑

j=1

sijx
′
j)ei =

n∑
i=1

xiei.

Deoarece scrierea într-o bază este unică, rezultă

xi =
n∑

j=1

sijx
′
j, i = 1, 2, ..., n (2.5)

Dar, avem nevoie de scrierea inversă, x′j exprimaţi în funcţie de xi. Dacă notăm cu X, res-
pectiv cu X ′ coloanele componentelor vectorului x în B, respectiv B′, (X, X ′ ∈ Mn×1(K)),
atunci sistemul (2.5) se scrie matricial X = SX ′, sau prin inversare X ′ = S−1X, deoarece
detS ̸= 0.

Teorema Grassmann. Fie V un K-spaţiu vectorial. Menţionăm următoarea proprietate,
necesară pentru a demonstra teorema Grassmann.

Propoziţia 2.3. Dacă V este finit generat, atunci orice sistem de vectori liniar indepen-
denţi din V poate fi completat până la o bază în V.

Teorema 2.1. [Grassmann] Dacă S1 şi S2 sunt două subspaţii finit generate în V, atunci

dimS1 + dimS2 = dim(S1 + S2) + dim(S1 ∩ S2).
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Demonstraţie. Fie dimS1 = s şi dimS2 = p, s, p ∈ N∗. Fie {f1, f2, ..., fr}, r ∈ N∗, o
bază în S1 ∩ S2 ⊂ S1. Conform Propoziţiei 2.3, sistemul de vectori liniar independenţi
{f1, f2, ..., fr} se poate completa la o bază B1 = {f1, f2, ...., fr, er+1, ...es} în S1. Analog, se
obţine baza B2 = {f1, f2, ...., fr, gr+1, ...gp} pentru S2.

Se demonstrează că B = {f1, f2, ...., fr, er+1, ...es, gr+1, ...gs} este o bază pentru S1+S2:

Liniar independenţa lui B. Fie combinaţia liniară nulă de vectori din B

r∑
i=1

αifi +
s∑

j=r+1

βjej +

p∑
k=r+1

γkgk = 0 ⇔
r∑

i=1

αifi +
s∑

j=r+1

βjej︸ ︷︷ ︸
∈S1

= −
p∑

k=r+1

γkgk︸ ︷︷ ︸
∈S2

= v, (2.6)

cu αi, βj, γk ∈ K, i = 1, ..., r; j = r + 1, ...s; k = r + 1, ..., p. Deoarece v ∈ S1 şi v ∈ S2,
rezultă că v ∈ S1 ∩ S2. Deci, conform Propoziţiei 2.1 există în mod unic scalarii δi ∈ K,
i = 1, ..., r, astfel încât v =

∑r
i=1 δifi care, împreună cu (2.6) conduce la

v = −
p∑

k=r+1

γkgk =
r∑

i=1

δifi ⇔
p∑

k=r+1

γkgk +
r∑

i=1

δifi = 0

⇔ γr+1 = ...γr+p = δ1 = ... = δr = 0,

Atunci,
r∑

i=1

αifi +
s∑

i=r+1

βiei = 0

şi pentru că B1 este bază în S1, rezultă

βr+1 = ...βs = αi = ... = αr = 0,

deci B = {f1, f2, ...., fr, er+1, ...es, gr+1, ...gs} este liniar independentă.

Sistem de generatori. Deoarece B = B1 ∪ B2, [B1] = S1 şi [B2] = S2 rezultă că

[B] = [B1 ∪ B2] = [S1 ∪ S2] = S1 + S2,

conform Propoziţiei 1.3. Deci B un sistem de generatori pentru S1 + S2, adică o bază
pentru S1 + S2. Aşadar, dim(S1 + S2) = s+ p− r = dimS1 + dimS2 − dim(S1 ∩ S2).

Observaţia 2.5. Dacă S1 ∩ S2 = {0}, adică r = dimS1 ∩ S2 = 0, atunci suma S1 + S2

este directă. Un raţionament analog celui din demonstraţia de mai sus cu r = 0 conduce
la dimS1 + dimS2 = dim(S1 ⊕ S2).
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3 Vectori şi valori proprii. Diagonalizare
Matricea unui transformări liniare. Fie V un K-spaţiu vectorial şi T : V → V o
transformare liniară, (i.e., T (αx + βy) = αT (x) + βT (y), ∀x, y ∈ V, ∀α, β ∈ K). Fie
B = {e1,, e2, .., en} o bază în V. Atunci, fiecare vector x ∈ V se scrie în mod unic în B sub
forma x =

∑n
i=1 xiei. Din liniaritatea lui T se obţine că T (x) =

∑n
i=1 xiT (ei) şi deci T este

bine determinată dacă se cunosc vectorii

T (ej) = a1je1 + a2je2 + ...+ anjen =
n∑

i=1

aijei, j = 1, 2, ..., n.

Se obţine astfel o matrice A = (aij)i,j=1,n în care coloana j este dată de componentele lui
T (ej), j = 1, 2, ..., n, în baza B, numită matricea lui T în baza B.

Fie X matricea coloană a componentelor vectorului x în B, (X ∈ Mn×1(K)). Atunci
transformarea liniară T este exprimată prin matricea coloană T (X) = Y ∈ Mn×1(K), care
verifică ecuaţia matriceală

Y = AX.

Observaţia 3.1. i) Considerând B′ o altă bază în V, atunci Y ′ = T (X ′) = A′X ′, unde A′

matricea lui T în baza B′. Deoarece X = SX ′ şi analog Y = SY ′, unde S este matricea de
trecere de la B la B′, (B S→ B′), înlocuite în Y = AX conduc la relaţia dintre A şi A′,

A′ = S−1AS. (3.7)

ii) Oricărei transformări liniare T : V → V i se poate asocia o matrice pătratică
A ∈ Mn(K) într-o anumită bază a lui V şi reciproc oricărei matrice pătratice A ∈ Mn(K)
i se poate asocia o transformare liniară pe un K-spaţiu vectorial finit generat.

Vectori şi valori proprii. Fie V un K-spaţiu vectorial şi T : V → V o transformare
liniară.

Definiţia 3.1. Un vector x ∈ V, x ̸= 0, se numeşte vector propriu pentru T dacă există
scalarul λ ∈ K astfel încât

T (x) = λx. (3.8)
Scalarul λ se numeşte valoare proprie corespunzătoare vectorului propriu x.

Observaţia 3.2. i) Se observă că vectorul nul 0 verifică (3.8) din Definiţia 3.1, pentru
orice scalar λ ∈ K.
ii) Pentru o valoare proprie λ se poate vorbi nu numai de un vector propriu x corespunzător
lui λ, ci de o mulţime care conţine vectori proprii pentru T , (notată Sλ) şi anume

Sλ = {x ∈ V | T (x) = λx},

numită subspaţiu propriu. Subliniem faptul că 0 ∈ Sλ.
iii) Sλ este subspaţiu în V şi este invariant în raport cu T, adică pentru orice x ∈ Sλ,
T (x) ∈ Sλ.
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Propoziţia 3.1. Fie T : V → V o transformare liniară. Sunt adevărate următoarele
afirmaţii:

i) Unui vector propriu pentru T îi corespunde o unică valoare proprie.
ii) Vectorii proprii pentru T , corespunzători valorilor proprii distincte sunt liniar

independenţi.
iii) Subspaţiile proprii corespunzătoare valorilor proprii distincte au în comun doar

vectorul nul.

Demonstraţie. i) Presupunem că vectorului propriu x ∈ V, x ̸= 0, îi corespund două valori
proprii λ1, λ2 ∈ K. Atunci, T (x) = λ1x şi T (x) = λ2x, ceea ce implică (λ1 − λ2)x = 0.
Deoarece x ̸= 0, rezultă că λ1 = λ2.

ii) Demonstram doar pentru doi vectori proprii x şi y pentru T . Fie λ1 şi λ2 două valori
proprii distincte ce corespund respectiv, vectorilor proprii x şi y, (x ∈ Sλ1 , y ∈ Sλ2 , x ̸= 0,
y ̸= 0).

Studiem liniar independenţa vectori proprii x şi y. Fie α, β ∈ K astfel încât αx+βy = 0.
Atunci, αT (x) + βT (y) = T (αx + βy) = T (0) = 0, ceea ce implică αλ1x + βλ2y = 0.
Obţinem următorul sistem liniar omogen ale cărui necunoscute sunt vectorii x şi y,{

αx+ βy = 0
αλ1x+ βλ2y = 0

. (3.9)

Deoarece x ̸= 0 şi y ̸= 0, determinantul matricei asociate sistemului (3.9) trebuie să fie

nul (scalarul nul 0), adică
∣∣∣∣ α β
αλ1 βλ2

∣∣∣∣ = 0, ceea ce conduce la αβ(λ1 −λ2) = 0. Deoarece

λ1 ̸= λ2 rezultă αβ = 0, adică α = 0 sau β = 0. Dacă α = 0, atunci din prima ecuaţie a
sistemului (3.9) rezultă βy = 0. Deoarece y ̸= 0, rezultă β = 0. Analog, dacă β = 0 rezultă
α = 0. Aşadar, vectorii x şi y sunt liniar independenţi.

iii) Fie subspaţiile proprii Sλ1 şi Sλ2 , cu λ1, λ2 ∈ K, λ1 ̸= λ2 şi x ∈ Sλ1 ∩ Sλ2 . Atunci,
T (x) = λ1x şi T (x) = λ2x ceea ce conduce la (λ1 − λ2)x = 0. Deoarece λ1 ̸= λ2, rezultă
x = 0.

Fie B = {e1, ..., en} o bază a K - spaţiului vectorial V, (dimV = n), şi A matricea lui
T în baza B. Scriind matriceal condiţia T (x) = λx rezultă, AX = λX. Se obţine sistemul
liniar omogen

(A− λIn)X = O,

(unde O este notaţie pentru matrice coloană nulă, On×1) care are o infinitate de soluţii
nenule deoarece X ̸= O. Atunci, trebuie ca

det(A− λIn) = 0.

Observaţia 3.3. i) p(λ) = det(A − λIn) este un polinom de grad n în λ numit polinom
caracteristic al matricei A, iar ecuaţia p(λ) = 0, (sau det(A − λIn) = 0), se numeşte
ecuaţia caracteristică a matricei A.
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ii) Printre cele n rădăcini ale ecuaţiei p(λ) = 0 se găsesc şi valorile proprii ale lui T.
Aşadar, T are cel mult n valori proprii (distincte sau multiple). Dacă K = C atunci are
exact n valori proprii, dar dacă K = R atunci vor fi cel mult n.
iii) Rezolvând sistemul (A − λIn)X = O pentru aceste valori proprii, se obţin vectorii
proprii corespunzători şi implicit, subspaţiile proprii.
iv) Vectorii şi subspaţiile proprii ale lui T sunt aceleaşi, indiferent de baza aleasă în V .

Diagonalizare. Fie V un K-spaţiu vectorial (dimV = n) şi T : V → V o transformare
liniară.

Definiţia 3.2. Transformarea liniară T se numeşte diagonalizabilă dacă există o bază în V
astfel încât matricea lui T în această bază să aibă formă diagonală, adică singurele elemente
nenule să se afle pe diagonala principală.

Teorema 3.1. Transformarea liniară T este diagonalizabilă dacă şi numai dacă toate va-
lorile proprii ale lui T sunt din K şi ordinulul de multiplicitate al fiecărei valori proprii λ
(numită multiplicitate algebrică a lui λ, notată mλ), ca rădăcină a ecuaţiei caracteristice,
coincide cu dimensiunea spaţiului Sλ, (numită multiplicitate geometrică a lui λ, notată
pλ, pλ = dimSλ). Baza în care T admite această formă diagonală este reuniunea bazelor
subspaţiilor proprii Sλ.

Observaţia 3.4. Faptul că T este diagonalizabilă este echivalent cu a spune că matricea
A a lui T în raport cu baza canonică din V este diagonalizabilă.

Algoritmul de diagonalizare

P1. Se fixează o bază B în K-spaţiul vectorial V (preferabil baza canonică a lui V ) şi se
calculează matricea A a lui T în raport cu B;

P2. Se determină valorile proprii λj, j = 1, p, (i.e., rădăcinile ecuaţiei caracteristice
det(A− λI) = 0) şi se verifică dacă λj ∈ K, ∀j = 1, p.
Dacă da, atunci se trece la pasul P3. Dacă nu, atunci T nu este diagonalizabil;

P3. Se stabileşte ordinul de multiplicitate mλj
pentru fiecare valoare proprie λj, j = 1, p;

P4. Se determină: subspaţiile proprii Sλj
, câte o bază BSλj

pentru fiecare Sλj
şi

pλj
= dimSλj

, j = 1, p.
Dacă mλj

= pλj
, pentru orice j = 1, p, se trece la pasul P5. Dacă nu, atunci T nu

este diagonalizabil;

P5. Se scrie matricea diagonală A′ care are pe diagonala principală valorile proprii λj,
fiecare fiind scrisă de mλj

ori. Restul elementelor matricei A′ sunt zerouri. Se scrie
baza B′ = ∪p

j=1BSλj
. A′ este matricea lui T în B′.
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4 Subgrup. Teorema Cayley. Teorema Lagrange
Considerăm cunoscute noţiunile de relaţie de echivalenţă pe o mulţime, grup, morfism de
grupuri, nucleul unui morfism.

Fie (G, ·) un grup cu elementul neutru e şi H o submulţime nevidă a mulţimii G.

Definiţia 4.1. Submulţimea H se numeşte subgrup al lui G dacă legea · este lege de com-
poziţie pe H şi (H, ·) este grup. Subgrupul H se numeşte normal dacă x ·H = H ·x, pentru
orice x ∈ G, unde

x ·H = {x · h| h ∈ H}, H · x = {h · x| h ∈ H}.

Notăm cu H ≤ G faptul că H este subgrup al lui G. Dacă H este subgrup normal,
scriem H ▹ G.

Propoziţia 4.1. Fie H o submulţime a grupului (G, ·). Următoarele afirmaţii sunt echi-
valente:

a) H este subgrup al grupului (G, ·).
b) e ∈ H, (H, ·) este parte stabilă, adică (∀)x, y ∈ H, x · y ∈ H şi (∀)x ∈ G, x−1 ∈ H.
c) H nevidă şi (∀)x, y ∈ H, x · y−1 ∈ H.

Exemplul 4.1. a) Dacă (G, ·) este grup, atunci {e}, G sunt subgrupuri, numite impro-
prii, ale lui G. Orice alt subgrup se numeşte propriu. Subgrupurile improprii sunt în mod
evident normale.

b) Dacă grupul este abelian, atunci orice subgrup al său este normal.
c) În grupul permutărilor (S3, ◦), submulţimea H = {e, (12)} este subgrup care nu

este normal. Într-adevăr, pentru σ = (123) ∈ S3, avem σ ◦H = {(123), (13)}, H ◦ σ =
{(123), (23)}, deci sunt diferite. Submulţimea H ′ = {e, (123), (132)} este subgrup normal
al grupului (S3, ◦).

Propoziţia 4.2. În orice grup (G, ·), mulţimea Z(G) = {x ∈ G| x · y = y · x, (∀)y ∈ G}
este subgrup normal al grupului G. Acest grup este numit centrul grupului G.

Demonstraţie: Evident, elementul neutru al grupului este element în Z(G).
Oricare ar fi a, b ∈ Z(G), ştim a · x = x · a, b · x = x · b, (∀)x ∈ G. Atunci
(a · b) · x = a · (b · x) = a · (x · b) = (a · x) · b = (x · a) · b = x · (a · b), deci a · b ∈ Z(G) ⇒

(Z(G), ·) este parte stabilă.
Fie a ∈ Z(G), arbitrar ales. Ştim a · x = x · x pentru oricare x ∈ G. Compunem

succesiv relaţia anterioară cu a−1, la stânga şi la dreapta şi obţinem x · a−1 = a−1 · x,
pentru (∀)x ∈ G. Deci a−1 ∈ Z(G).

Cele trei condiţii din caracterizarea subgrupului (Propoziţia 4.1b) ) fiind verificate,
rezultă Z(G) subgrup în G. Mai mult, grupul (Z(G), ·) este abelian.

Avem şi: (∀)g ∈ G, gZ(G) = {g ·a| a ∈ Z(G)} = {a ·g| a ∈ Z(G)} = Z(G)g, deci Z(G)
este subgrup normal al grupului G.
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Propoziţia 4.3. Fie f : (G,+) → (G′, ·) un morfism de grupuri. Nucleul său este subgrup
normal al domeniului de definiţie, iar imaginea sa este subgrup (nu neapărat normal) al
codomeniului.

Demonstraţie: Notăm cu 0, respectiv 1, elementele neutre din domeniu, respectiv
codomeniu. Verificăm condiţiile c) din Propoziţia 4.1 pentru nucleul morfismului f ,

Ker(f) = {x ∈ G| f(x) = 1}. Deoarece f este morfism de grupuri, avem f(0) = 1,
de unde 0 ∈ Ker(f), deci Ker(f) nevidă.

Fie acum x, y ∈ Ker(f), deci f(x) = f(y) = 1, şi calculăm
f(x − y) = f(x) · f(−y) = f(x) · (f(y))−1 = 1 · 1 = 1, de unde x − y ∈ Ker(f). Am

obţinut Ker(f) ≤ G.
Mai trebuie demonstrat y + Ker(f) = Ker(f) + y, pentru (∀)y ∈ G. Au loc echiva-

lenţele: z ∈ y +Ker(f) ⇔ (∃)x ∈ Ker(f), z = y + x⇔ f(z) = f(y) ⇔ f(z) · (f(y))−1 = 1
⇔ z − y ∈ Ker(f) ⇔ (∃)h ∈ Ker(f), z = h + y ∈ Ker(f) + y, adică y + Ker(f) =
Ker(f) + y, pentru (∀)y ∈ G. Rezultă că subgrupul Ker(f) este subgrup normal al
grupului (G,+).

Analog pentru Im(f), deoarece f(0) = 1 rezultă Im(f) nevidă. Fie y1, y2 ∈ Im(f),
deci există x1, x2 ∈ G, f(x1) = y1, f(x2) = y2. Calculăm y1 · (y2)−1 = f(x1) · f(−x2) =
f(x1 − x2) ∈ Im(f). Rezultă că Im(f) este subgrup al grupului (G′, ·).

Teorema 4.1. [Cayley] Orice grup este izomorf cu un grup de permutări al său. Mai
exact, dacă (G, ·) este un grup şi (S(G), ◦) grupul său de permutări, atunci G este izomorf
cu un subgrup al lui S(G).

Demonstraţie: Fie funcţia Ψ : G→ S(G), Ψ(x) = ψx, unde
ψx : G → G, ψx(g) = x · g. Se arată că Ψ este corect definită, adică pentru orice

x ∈ G, ψx este bijecţie. Funcţia Ψ este morfism de grupuri:

Ψ(x · y)(g) = ψx·y(g) = (x · y) · g = x · (y · g) = ψx(y · g) = ψx(ψy(g)) =

= (ψx ◦ ψy)(g), (∀)g ∈ G, (∀)x, y ∈ G.

Mai mult, morfismul este injectiv deoarece nucleul să conţine un singur element:

Ker(Ψ) = {x ∈ G| Ψ(x) = 1G} = {x ∈ G| ψx(g) = g, (∀)g ∈ G} =

= {x ∈ G| x · g = g, (∀)g ∈ G} = {1}.
Morfismul injectiv Ψ arată că grupul (G, ·) este izomorf cu (Im(Ψ, ◦), care este subgrup al
grupului de permutări (S(G), ◦).

Fie (G,+) un grup şi H un subgrup al său. Definim relaţiile de congruenţă modulo H
la stânga, ≡s, respectiv la dreapta ≡d, prin:

x, y ∈ G, x ≡s y(modH) ⇔ −x+ y ∈ H,

x, y ∈ G, x ≡d y(modH) ⇔ x− y ∈ H.
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Propoziţia 4.4. Cele două relaţii definite mai sus sunt relaţii de echivalenţă.

Demonstraţie: Vom arăta că relaţia de congruenţă modulo H la stânga este o relaţie
de echivalenţă, demonstraţia fiind analoagă şi pentru relaţia de congruenţă modulo H la
dreapta.

1. reflexivitatea: −x+ x = 0 ∈ H, (∀)x ∈ G⇒ x ≡s x(modH), (∀)x ∈ G.
2. simetria: x ≡s y(modH) ⇔ −x+ y ∈ H ⇒ −(−x+ y) ∈ H ⇒ −y + x ∈ H ⇒
⇒ y ≡s x(modH).
3. tranzitivitatea: x ≡s y(modH), y ≡s z(modH) ⇒ −x+ y,−y + z ∈ H ⇒
⇒ (−x+ y) + (−y + z) = −x+ z ∈ H ⇒ x ≡s z(modH).
Clasa de echivalenţă a elementului x ∈ G în raport cu ≡s, numită şi clasa de echivalenţă

la stânga a elementului x, este mulţimea

x̂ = {y ∈ G|x ≡s y(modH)} = {y ∈ G| − x+ y ∈ H} = {y ∈ G|y ∈ x+H} = x+H,

iar în raport cu ≡d este mulţimea H +x. Mulţimile cât (mulţimile claselor de echivalenţă)
relativ la cele două relaţii de echivalenţă sunt:

(G/H)s = {x+H| x ∈ G}, (G/H)d = {H + x| x ∈ G}.

Observaţia 4.1. Dacă H este subgrup normal al grupului G, atunci cele două mulţimi cât
coincid, ca o consecinţă directă a definiţiei subgrupului normal.

Propoziţia 4.5. Mulţimile cât (numite şi factor) (G/H)s şi (G/H)d sunt echipotente.

Definiţia 4.2. Cardinalul mulţimii cât (G/H)s se numeşte indicele subgrupului H în G şi
se notează |G : H|.

Exemplul 4.2. Indicele subgrupului H = {0̂, 3̂, 6̂, 9̂} ⊆ Z12 este 3 deoarece mulţimea cât
(Z12/H)s are trei elemente: 0̂ +H = H = 3̂ +H = 6̂ +H = 9̂ +H,

1̂ +H = {1̂, 4̂, 7̂, 1̂0} = 4̂ +H = 7̂ +H = 1̂0 +H,
2̂ +H = {2̂, 5̂, 8̂, 1̂1} = 5̂ +H = 8̂ +H = 1̂1 +H.

Teorema 4.2. [Lagrange] Dacă H este un subgrup al grupului G, atunci

|G| = |H| · |G : H| .

Demonstraţie: Fie H ≤ G. Folosind faptul că o relaţie de echivalenţă determină o
partiţie a mulţimii pe care este definită, atunci conform Propoziţiei 4.4, ≡s determină
partiţia lui G în clasele din (G/H)s, mai exact G este reuniunea disjunctă a elementelor
mulţimii factor (G/H)s. Cum această mulţime are |G : H| elemente, iar fiecare element
este o mulţime de forma x+H, deci echipotentă cu H, obţinem rezultatul dorit.

O consecinţă imediată a teoremei lui Lagrange este:

Propoziţia 4.6. Dacă G este un grup finit, atunci ordinul oricărui subgrup al său este
divizor al ordinului grupului.
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5 Ideale într-un inel. Teoreme de izomorfism pentru
inele

Considerăm cunoscute noţiunile de inel, subinel, corp, morfisme de inele şi corpuri.
Fie (A,+, ·) un inel cu elementele neutre 0, respectiv 1, şi I o submulţime nevidă a sa.

Definiţia 5.1. I se numeşte ideal la stânga (la dreapta) al lui A dacă 0 ∈ I, x + y ∈ I
şi a · x ∈ I (respectiv x · a ∈ I), (∀)x, y ∈ I şi (∀)a ∈ A. O submulţime care este ideal la
stânga şi la dreapta se numeşte ideal bilateral, sau, mai simplu, ideal.

Observaţia 5.1. a) Orice ideal la stânga (dreapta) al unui inel comutativ este ideal bila-
teral.

b) Orice ideal este subinel. Reciproc nu este adevărat, nu orice subinel este şi ideal:
subinelul Z al lui Q nu este ideal, deoarece, de exemplu 2

3
· 5 /∈ Z.

Exemplul 5.1. a) În orice inel (A,+, ·), {0}, A sunt ideale, numite idealul nul, respectiv
idealul total. Acestea sunt idealele improprii ale inelului; oricare alte ideale se numesc ideale
proprii.

b) Fie x ∈ A, arbitrar ales. Mulţimile x ·A = {x · a, a ∈ A}, A · x = {a · x, a ∈ A},
sunt ideale la dreapta, respectiv la stânga, ale inelului A.

Propoziţia 5.1. Inelul (A,+, ·) este corp, dacă şi numai dacă singurele sale ideale sunt
cel nul şi cel total, sau, altfel spus, cele trei mulţimi de ideale ale sale coincid cu {{0}, A}.

Proprietăţile următoare, afirmate pentru ideale la sânga, se menţin adevărate şi în cazul
idealelor la dreapta sau al celor bilaterale. Notăm cu Ids(A) mulţimea idealelor la stânga
ale inelului A.

Propoziţia 5.2. Fie A un inel unitar, U(A) mulţimea elementelor inversabile în A şi I
un ideal la stânga. Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

a) I = A dacă şi numai dacă 1 ∈ I.
b) I = A dacă şi numai dacă U(A) ∩ I nevidă.

Demonstraţie: Implicaţia directă este evidentă la ambele afirmaţii.
a) Pentru reciprocă, fie a ∈ A, arbitrar ales. Din definiţia idealului, ipoteza 1 ∈ I

conduce la a · 1 ∈ I, deci A ⊂ I. Rezultă A = I.
b) Dacă I conţine un inversabil a, inversul său este un element a−1 ∈ A, iar rezultatul

a−1 · a este în I. Obţinem 1 ∈ I şi, conform a), I = A.

Propoziţia 5.3. Intersecţia unei familii de ideale la sânga este ideal la stânga. Mai mult,
este cel mai mare (în sensul incluziunii) ideal la stânga inclus în fiecare ideal din familia
dată.

Demonstraţie: Fie {Ii}i∈K o familie de ideale la stânga ale inelului A, unde K este
o mulţime de indici. Notăm I = ∩︸︷︷︸

i∈K

Ii. Deoarece fiecare Ii este ideal, avem 0 ∈ Ii, deci

0 ∈ I.
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Fie a ∈ A şi x, y ∈ I, deci x, y ∈ Ii, (∀)i ∈ K. Pentru fiecare i ∈ K, rezultă x+ y ∈ Ii
şi a · x ∈ Ii din definiţia idealului (Ii ideal), de unde avem x+ y, a · x ∈ I.

Evident I este inclus in fiecare Ii. Fie acum J un alt ideal la stânga al inelului A astfel
încât J ⊆ Ii, (∀)i ∈ K. Rezultă J ⊆ I, deci I este infimumul familiei de ideale {Ii}i∈K în
mulţimea parţial ordonată (Ids(A),⊆).

Propoziţia 5.4. Dacă I, J ∈ Ids(A), atunci I + J = {x + y/ x ∈ I, y ∈ J}, este ideal
la stânga al lui A, numit suma idealelor I şi J . Mai mult, este cel mai mic (în sensul
incluziunii) ideal din Ids(A) care include I şi J .

Demonstraţie: Deoarece I şi J sunt ideale, ele conţin elementul zero al inelului, iar
din 0 = 0 + 0, avem 0 ∈ I + J .

Fie z1, z2 ∈ I+J , arbitrar alese. Există x1, x2 ∈ I şi y1, y2 ∈ J astfel încât z1 = x1+y1,
z2 = x2 + y2. Obţinem z1 + z2 = (x1 + y1) + (x2 + y2) = (x1 + x2) + (y1 + y2) ∈ I + J,
a · z1 = a · (x1 + y1) = a · x1 + a · y1 ∈ I + J, din faptul că I, J sunt ideale la stânga. Am
obţinut astfel că I + J satisface axiomele idealului la stânga.

Evident, I = {x + 0| x ∈ I} ⊂ I + J , J = {0 + y| y ∈ J} ⊂ I + J , deci I + J este
majorant pentru {I, J} în (IdS(A),⊆). A rămas să arătăm că I + J este cel mai mic ideal
la stânga care include I şi J .

Fie K ∈ Ids(A), I ⊂ K, J ⊂ K. Pentru orice z ∈ I+J , există x ∈ I, y ∈ J astfel încât
z = x + y. Dar x ∈ I, y ∈ J implică x, y ∈ K şi, deoarece K este ideal, avem x + y ∈ K,
de unde z ∈ K, deci I + J ⊂ K. Am obţinut că I + J este supremumul mulţimii {I, J} în
mulţimea parţial ordonată (Ids(A),⊆).

Fie (A,+, ·) un inel şi I un ideal bilateral al său. Un astfel de ideal există întotdeauna:
{0}, sau A, sau nucleul unui morfism cu domeniul de definiţie A.

Din definiţia idealului, grupul (I,+) este subgrup normal în grupul abelian (A,+), deci
există grupul factor (A/I,+), unde A/I = {x+ I| x ∈ A},

x+I = {y ∈ A| y−x ∈ I} = {x+a| a ∈ I}. Adunarea elementelor din mulţimea factor
A/I este definită prin (x + I) + (y + I) = (x + y) + I şi dă acestei mulţimi structură de
grup, cu elementul neutru I.

Definim pe această mulţime o operaţie notată multiplicativ: (x+I) ·(y+I) = (x ·y)+I,
folosind înmulţirea din inelul A.

Propoziţia 5.5. Operaţia multiplicativă definită mai sus nu depinde de reprezentanţi şi
(A/I,+, ·) este inel, numit inelul factor al inelului A prin idealul I.

Demonstraţie: Arătăm că · este corect definită, adică nu depinde de reprezentanţi. Fie
x′ ∈ x+I şi y′ ∈ y+I, deci x′−x, y′−y ∈ I. Calculăm x′·y′−x·y = x′·y′−x′·y+x′·y−x·y =
x′ · (y′ − y) + (x′ − x) · y, care este un element din I, deoarece I este ideal. Deci x · y
este congruent modulo I cu x′ · y′, rezultatul calculului (x + I) · (y + I) este acelaşi cu
(x′ + I) · (y′ + I).

Operaţia · pe A/I dă grupului (A/I,+) structură de inel. Pentru orice elemente x +
I, y+I, z+I din A/I, au loc: [(x+I)·(y+I)]·(z+I) = [(x·y)+I]·(z+I) = [(x·y)·z]+I =
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= [x · (y · z)] + I = (x+ I) · [(y+ I) · (z+ I)], din asociativitatea înmulţirii în A, deci · este
asociativă în A/I.

Dacă A este inel unitar, atunci (1 + I) · (x+ I) = x+ I = (x+ I) · (1 + I), unde 1 este
elementul unitate în A, deci 1 + I este element neutru la înmulţirea din A/I.

[(x+ I) + (y + I)] · (z + I) = [(x+ y) + I] · (z + I) = [(x+ y) · z] + I = (x · z + y · z) + I =

= [(x · z) + I] + [(y · z) + I] = (x+ I) · (z + I) + (y + I) · (z + I),

din distributivitatea operaţiei · faţă de + în inelul A şi din definiţiile operaţiilor în A/I.
Analog se verifică distributivitatea la stânga. Toate axiomele inelului fiind verificate,
(A/I ,+, ·) este inel.

Observaţia 5.2. a) Dacă inelul A este comutativ, atunci şi inelul factor este comutativ.
b) Aplicaţia π : A → A/I definită prin π(x) = x + I, (∀)x + I ∈ A/I, este morfism

surjectiv de inele, numit surjecţia canonică.

Teorema 5.1. [Teorema fundamentală de izomorfism pentru inele]
Fie f : (A,+, ·) → (B,+, ·) un morfism de inele. Inelul factor A/Kerf este izomorf

cu subinelul Imf al lui B.

Demonstraţie: Funcţia φ : A/Kerf → Imf definită prin φ(x + Kerf) = f(x),
(∀)x ∈ A, este corect definită (adică nu depinde de reprezentanţi) şi este evident sur-
jectivă. Aceasta verifică φ((x+Kerf) + (y +Kerf)) = φ((x+ y) +Kerf) = f(x+ y) =
f(x)+f(y) = φ(x+Kerf)+φ(y+Kerf), şi φ((x+Kerf)·(y+Kerf)) = φ((x·y)+Kerf) =
f(x · y) = f(x) · f(y) = = φ(x +Kerf) · φ(y +Kerf), (∀)x, y ∈ A, deci φ este morfism
surjectiv de inele. Mai mult, Ker(φ) = {Kerf} deci este şi injectivă, ceea ce încheie
demonstraţia.

Teorema 5.2. [Prima teoremă de izomorfism pentru inele]
Fie morfismul surjectiv de inele f : (A,+, ·) → (B,+, ·) şi I un ideal bilateral al lui A

care include Kerf . Inelele factor A/I şi B/f(I) sunt izomorfe.

Demonstraţie: Definim funcţia ζ : A→ B/f(I), prin ζ(x) = (π ◦ f)(x) = f(x)+ f(I),
unde π este surjecţia canonică a inelului factor B/f(I), adică ζ asociază fiecărui element
din A clasa de echivalentă din B/f(I) a imaginii sale prin f . Deoarece f şi π sunt ambele
morfisme surjective, la fel este şi ζ. Deoarece Kerf ⊆ I, determinăm

Kerζ = {x ∈ A| f(x) ∈ f(I)} = {x ∈ A| (∃)y ∈ I, f(x) = f(y)} =

{x ∈ A| (∃)y ∈ I, x− y ∈ Kerf} = {x ∈ A| x ∈ I} = I.

Aplicând acum teorema fumdamentală de izomorfism morfismului de inele ζ, obţinem
izomorfismul dintre inelele factor A/I şi B/f(I).
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III. GEOMETRIE 
I. Geometrie sintetica: 

1. Transformari izometrice. 
2. Transformarea prin inversiune. Grupul conform. 

II.  Geometrie analitica: 
1. Vectori liberi in spatiu. Produse de vectori liberi si aplicatiile  
lor. 
2. Ecuatii ale dreptelor si planelor in spatiu, unghiuri si distante. 
3. Conice. 
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1 Transformări izometrice

Definit, ia 1. Fie M o mulţime nevidă. Se numeşte transformare pe mulţimea
M o corespondenţă bijectivă T : M →M .

Dacă M este ı̂nzestrată cu o anumită structură geometrică, atunci T va
fi numită transformare geometrică, iar ı̂n acest context elementele mulţimii
M vor fi numite puncte.

Mulţimea tuturor transformărilor pe M este notată cu σ(M) şi formează
un grup ı̂mpreună cu compunerea funcţiilor, adică: (σ(M), ◦) = grup. Dacă
G este un subgrup al lui σ(M), atunci perechea (M,G) se numeşte spaţiu
geometric sau spaţiu cu grup fundamental.

Izometria este transformarea geometrică care păstrează distanţa. Distanţa
dintre două puncte A şi B o vom nota prin d(A,B). Transformările geome-
trice care sunt izometrii le vom numi transformări izometrice, iar ı̂n continu-
are vom prezenta transformările izometrice din plan.

Definit, ia 2. Fie π un plan euclidian. Se numeşte izometrie a planului π
o aplicaţie f : π → π cu proprietatea d(f(A), f(B)) = d(A,B).

Propoziţia 1. Orice izometrie a planului este o aplicaţie injectivă.

Demonstraţie. Fie punctele A,B ∈ π astfel ı̂ncât f(A) = f(B), aceasta
ı̂nseamnă că d(f(A), f(B)) = 0. Dar, cum f este izometrie, avem d(A,B) =
d(f(A), f(B)) = 0, deci A = B, adică f este injectivă.

Propoziţia 2. Fie f : π → π o izometrie a planului. Dacă punctele A,B,C
sunt coliniare, atunci punctele f(A), f(B), f(C) sunt coliniare (mai mult, o
izometrie conservă relaţia ”a fi ı̂ntre”).

Demonstraţie. Fie punctele coliniare A,B,C ∈ π. Rezultă că d(A,B) +
d(B,C) = d(A,C), dar ţinând cont că f este izometrie, avem d(f(A), f(B))+
d(f(B), f(C)) = d(f(A), f(C)), deci punctele f(A), f(B), f(C) sunt colini-
are şi f(B) este ı̂ntre f(A) şi f(C).

Observat, ia 1. Orice izometrie conservă unghiurile, paralelismul şi ortogo-
nalitatea.

Propoziţia 3. Orice izometrie a planului este o aplicaţie surjectivă.

Propoziţia 4. Fie f : π → π o izometrie a planului. Dacă punctele A,B,C
sunt necoliniare, atunci aria(4f(A)f(B)f(C)) = aria(4ABC).

Observat, ia 2. Orice izometrie transformă un segment ı̂ntr-un segment, o
semidreaptă ı̂ntr-o semidreaptă, o dreaptă ı̂ntr-o dreaptă.
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Transformarea identică Id : π → π, definită prin Id(A) = A, (∀) ∈ π,
este o transformare izometrică.

Teorema 1. Mulţimea izometriilor planului formează un grup ı̂n raport cu
operaţia de compunere.

Demonstraţie. Fie f şi g două izometrii ale planului. Rezultă că d(f◦g(A), f◦
g(B)) = d(f(A), f(B)) = d(A,B), deci f ◦ g este o izometrie. Este uşor
de văzut ca transformarea identică Id este elementul neutru, iar cum f este
bijectivă, atunci inversa ei este tot o izometrie, deoarece d(f−1(A), f−1(B)) =
d(f(f−1(A)), f(f−1(B))) = d(A,B).

În continuare, vom studia următoarele transformări izometrice: simetria
axială, simetria centrală, translaţia şi rotaţia.

Simetria axială
Fie π un plan euclidian şi d o dreaptă ı̂n planul π.

Definit, ia 3. Se numeşte simetrie axială de axă d o aplicaţie Sd : π → π
care asociază unui punct A din planul π un punct A′, astfel ı̂ncât AA′ ⊥ d,
AA′ ∩ d = {O}, iar O este mijlocul segmentului [AA′].

Vom scrie Sd(A) = A′ şi spunem că punctul A′ este simetricul punctului
A faţă de dreapta d.

Propoziţia 5. 1. Orice simetrie axială transformă un segment ı̂ntr-un
segment congruent cu el;

2. Orice simetrie axială transformă o semidreaptă ı̂ntr-o semidreaptă;
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3. Orice simetrie axială transformă o dreaptă ı̂ntr-o dreaptă;

4. Orice simetrie axială transformă un cerc ı̂ntr-un cerc de aceeaşi rază.

Fie Sd(A) = A′ şi Sd(B) = B′, rezultă că [AB] ≡ [A′B′]. Se arată că dacă
M ∈ [AB] şi Sd(M) = M ′, atunci M ′ ∈ [A′B′].

Simetria centrală
Fie π un plan euclidian ,̧ O şi A două puncte ı̂n acest plan.

Definit, ia 4. Se numeşte simetrie centrală de centru O o aplicaţie SO :
π → π care asociază unui punct A din planul π un punct A′ din planul π
astfel ı̂ncât punctul O este mijlocul segmentului [AA′].

Vom scrie SO(A) = A′, iar punctul A′ se numeşte simetricul punctului A
faţă de punctul O.

Propoziţia 6. 1. Orice simetrie centrală transformă un segment ı̂ntr-un
segment congruent cu el;

2. Orice simetrie centrală transformă o semidreaptă ı̂ntr-o semidreaptă;

3. Orice simetrie centrală transformă o dreaptă ı̂ntr-o dreaptă paralelă cu
dreapta iniţială sau ı̂n aceeaşi dreaptă;

4. Orice simetrie centrală transformă un cerc ı̂ntr-un cerc de aceeaşi rază.

Fie SO(A) = A′ şi SO(B) = B′, rezultă că [AB] ≡ [A′B′]. Se arată că
dacă M ∈ [AB] şi SO(M) = M ′, atunci M ′ ∈ [A′B′].

Observat, ia 3. a) Simetriile sunt transformări involutive (T 2 = Id), i.e.
Sd ◦ Sd = Id, SO ◦ SO = Id;
b) Orice izometrie involutivă este o simetrie axială sau centrală.

Fie a, b două drepte din planul π şi a ∩ b = {O}.
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Propoziţia 7. Dacă a ⊥ b, atunci mulţimea {Id, Sa, Sb, SO} formează un
grup abelian.

Teorema 2. Orice izometrie a planului este produsul a cel mult trei simetrii.

Translaţia
Fie π un plan euclidian şi −→v un vector ı̂n acest plan.

Definit, ia 5. Se numeşte translaţie de vector −→v o aplicaţie T−→v : π → π
care asociază fiecărui punct A din planul π un punct A′ din planul π astfel

ı̂ncât
−−→
AA′ = −→v .

Vom scrie T−→v (A) = A′ şi spunem că punctul A′ este translatatul punctului
A ı̂n raport cu vectorul −→v .

Propoziţia 8. 1. Orice translaţie de vector −→v transformă un segment
ı̂ntr-un segment congruent cu el. În plus, segmentele sunt paralele sau
se află pe aceeaşi dreaptă suport;

2. Orice translaţie de vector −→v transformă o semidreaptă ı̂ntr-o semi-
dreaptă;

3. Orice translaţie de vector −→v transformă o dreaptă ı̂ntr-o dreaptă para-
lelă cu ea sau identică cu ea;

4. Orice translaţie de vector −→v transformă un cerc ı̂ntr-un cerc de aceeaşi
rază.

Fie T−→v (A) = A′ şi T−→v (B) = B′, rezultă că [AB] ≡ [A′B′]. Se arată că
dacă M ∈ [AB] şi T−→v (M) = M ′, atunci M ′ ∈ [A′B′].
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Observat, ia 4. a) Compunerea translaţiilor: T−→u ◦ T−→v = T−→u+−→v ;
b) Orice translaţie este o izometrie care se descompune ı̂ntr-un produs de
două simetrii centrale sau ı̂ntr-un produs de două simetrii axiale.
c) Mulţimea translaţiilor ı̂mpreună cu operaţia de compunere formează un
grup abelian.

Rotaţia
Fie π un plan euclidian şi C(O, r) un cerc de centru O şi rază r ı̂n acest

plan şi A,M ∈ C(O, r).
Pentru orice α ∈ R există un unic α∗ ∈ [0, 2π) şi k ∈ Z astfel ı̂ncât

α = α∗ + 2kπ. Notăm prin µ(
_

AM+) măsura ı̂n radiani a arcului
_

AM+,
parcurs ı̂n sens trigonometric.

Definit, ia 6. Se numeşte rotaţie de centru O şi unghi α o aplicaţie
RO,α : π → π care asociază fiecărui punct A din planul π un punct A′ din

planul π astfel ı̂ncât OA = OA′ şi µ(
_

AA′+) = α∗.

Vom scrie RO,α(A) = A′ şi spunem că punctul A′ este rotitul cu unghiul
α ı̂n raport cu centrul O a punctului A.

Propoziţia 9. 1. Orice rotaţie transformă un segment ı̂ntr-un segment
congruent cu el;

2. Orice rotaţie transformă o dreaptă ı̂ntr-o dreaptă;

3. Orice rotaţie transformă un cerc ı̂ntr-un cerc de aceeaşi rază.

Fie RO,α(A) = A′ şi RO,α(B) = B′ , rezultă că [AB] ≡ [A′B′]. Se arată
că dacă M ∈ [AB] şi RO,α(M) = M ′, atunci M ′ ∈ [A′B′].
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Observat, ia 5. a) Compunerea rotaţiilor: RO,α ◦RO,β = RO,α+β ;
b) RO,0 = Id, RO,π = SO;
c) Mulţimea rotaţiilor de centru O ı̂mpreună cu operaţia de compunere for-
mează un grup abelian.

Teorema 3. Orice izometrie f poate fi reprezentată de compunerea unei
translaţii T cu o izometrie g cu punct fix (f = T ◦ g, g(O) = O).

Teorema 4. (Chasles) Orice izometrie f este una din transformările următoare:
transformarea identică, simetrie axială, simetrie centrală, translaţie, rotaţie
sau compunerea unei translaţii cu o izometrie cu punct fix.

Expresiile analitice ale izometriilor
Fie R = {O, ī, j̄} un reper ortonormat pozitiv ı̂n planul π. În raport cu

acest reper ecuaţiile izometriei f se scriu matriceal astfel:

X ′ = AX + B,

unde X =

(
x
y

)
sunt coordonatele unui punct arbitrar A(x, y), X ′ =

(
x′

y′

)
sunt coordonatele lui f(A) = A′(x′, y′), A este o matrice ortogonală de ordi-
nul doi (AAT = ATA = I2) cu determinanul egal cu 1 (caz ı̂n care izometriile
se numesc deplasări) sau determinanul egal cu −1 (situaţie ı̂n care izometriile

se numesc antideplasări), iar B =

(
b1
b2

)
.

Fie dreapta d de ecuaţie ax+ by + c = 0 cu a2 + b2 > 0.
Ecuaţiile simetriei axiale de dreaptă d sunt date de:

Sd :

{
x′ = x− 2a(ax+by+c)

a2+b2

y′ = y − 2b(ax+by+c)
a2+b2

.

Fie un punct O(x0, y0) ı̂n planul euclidian π.
Ecuaţiile simetriei centrale de centru O(x0, y0) sunt date de:

SO :

{
x′ = 2x0 − x
y′ = 2y0 − y.

Fie π un plan euclidian şi −→v un vector ı̂n acest plan.
Ecuaţiile translaţiei de vector −→v = (b1, b2) sunt date de:

T−→v :

{
x′ = x+ b1
y′ = y + b2.

Fie un punct O(x0, y0) ı̂n planul euclidian π.
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Ecuaţiile rotaţiei de centru O(x0, y0) şi unghi α sunt date de:

RO,α :

{
x′ = (x− x0)cosα− (y − y0)sinα + x0
y′ = (x− x0)sinα + (y − y0)cosα + y0.

Exerciţii
1. Să se demonstreze că prin compunerea a două simetrii centrale obţinem

o translaţie.
Rezolvare. Fie simetriile centrale SO1 : π → π şi SO2 : π → π astfel

ı̂ncât SO1(A) = A′ şi SO2(A
′) = A′′. Prin urmare, obţinem SO2 ◦ SO1(A) =

SO2(A
′) = A′′. Acum considerăm translaţia de vector 2

−−−→
O1O2 şi avem T

2
−−−→
O1O2

(A) =
A′′, deci SO2 ◦ SO1(A) = A′′ = T

2
−−−→
O1O2

(A), adică SO2 ◦ SO1 = T
2
−−−→
O1O2

.
2. Fie A şi B două puncte situate ı̂n acelaşi semiplan determinat de

dreapta d. Determinaţi punctul M ∈ d astfel ı̂ncât suma AM + MB să fie
minimă.

Rezolvare. Fie A′ = Sd(A) şi A′B∩d = {M ′}. Deducem că M ′A′ = M ′A,
deci M ′A+M ′B = A′M ′ +M ′B = A′B ≤ MA′ +MB = MA+MB. Prin
urmare, minimul se atinge când M coincide cu M ′.

3. Fie punctele A(3,−2), B(3, 2), O(1, 2) şi unghiul α = π
3
. Să se de-

termine coordonatele punctelor A′ = SO(A),A′′ = SOA(B), A1 = T−→
OA

(B) şi
A2 = RO,α(B).

Rezolvare. Fie ecuaţiile simetriei centrale

SO(A) = A′ :

{
x′ = 2x0 − x = 2− 3 = −1
y′ = 2y0 − y = 4 + 2 = 6.

Prin urmare, coordonatele lui A′ sunt (−1, 6).
Ecuaţia dreptei OA este 2x+ y − 4 = 0, deci

SOA(B) = A′′ :

{
x′′ = x− 2a(ax+by+c)

a2+b2
= 3− 16

5
= −1

5

y′′ = y − 2b(ax+by+c)
a2+b2

= 2− 8
5

= 2
5
,

adică obţinem A′′(−1
5
, 2
5
). Avem

−→
OA(2,−4), deci

T−→
OA

(B) = A1 :

{
x1 = x+ b1 = 3 + 2 = 5

y1 = y + b2 = 2 + (−4) = −2,

adică avem A1(5,−2).
Cum centrul de rotaţie este O(x0 = 1, y0 = 2) şi unghiul α = π

3
, atunci

RO,π
3
(B) = A2 :

{
x2 = (x− x0)cosα− (y − y0)sinα + x0 = (3− 1)cosπ

3
+ 1 = 2

y2 = (x− x0)sinα + (y − y0)cosα + y0 = (3− 1)sinπ
3

+ 2 =
√

3 + 2,

adică avem A2(2,
√

3 + 2).
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Inversiunea ı̂n plan

Definit, ia 1. Fie π un plan euclidian, O ∈ π un punct fix şi k ∈ R∗. Inver-
siunea de pol O şi modul k (putere k) este o transformare a planului
prin care fiecărui punct A ∈ π \ {O} i se asociază un punct A′ pe dreapta

OA astfel ı̂ncât
−→
OA ·

−−→
OA′ = k, iar punctului O i se asociază punctul O.

Inversiunea de pol O şi modul k se notează IO,k şi avem IO,k : π → π,
unde:

1. IO,k(O) = O;

2. IO,k(A) = A′, (∀)A ∈ π \O, deci
−→
OA ·

−−−→
OIO,k(A) = k.

Punctul A′ se numeşte inversul lui A sau transformatul punctului A
prin inversiunea de pol O şi modul k. Pe scurt, punctul A şi punctul
A′ sunt puncte inverse.

Observat, ia 1. Dacă A′ = IO,k(A), atunci:

1. punctele O,A,A′ sunt coliniare;

2. A′ ∈ (OA⇐⇒ k > 0;

3. O ∈ (AA′)⇐⇒ k < 0;

4. OA ·OA′ = |k|.

Dacă avem k > 0, atunci IO,k se numeşte inversiune pozitivă, iar dacă
avem k < 0, atunci IO,k se numeşte inversiune negativă.

Proprietăţi 1. 1. Inversiunea este o transformare involutivă (involuţie)

IO,k ◦ IO,k = Idπ

2. Inversiunea este o aplicaţie inversabilă şi I−1O,k = IO,k.

3. Considerăm inversiunea IO,k de pol O şi modul k > 0. Se observă că

IO,k(A) = A, (∀)A ∈ C(O,
√
k), deci toate punctele cercului C(O,

√
k)

sunt puncte fixe. Cercul C(O,
√
k) se numeşte cerc de inversiune.

Într-adevăr, pentru orice A ∈ C(O,
√
k) =⇒

−→
OA ·

−−→
OA′ = |

−→
OA| · |

−−→
OA′| ·

cos 0 =
√
k
√
k · 1 = k =⇒ IO,k(A) = A. Pe de altă parte, dacă

A ∈ Int C(O,
√
k) şi ducem AT ⊥ OA, unde T ∈ C(O,

√
k); ducem

tangenta ı̂n punctul T care intersectează OA ı̂n A′. Aplicăm teorema
catetei ı̂n triunghiul dreptunghic OTA′ şi atunci OT 2 = OA ·OA′ = k,
ceea ce ı̂nseamnă că IO,k(A) = A′.
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4. Un cerc Γ ce trece prin două puncte inverse A şi A′ = IO,k(A) taie
ortogonal cercul de inversiune (două cercuri se numesc ortogonale
dacă tangenta ı̂ntr-un punct comun la unul din cercuri trece prin centrul
celuilalt cerc.)

Demonstraţie. Fie P şi P ′ punctele de intersecţie ale lui Γ cu cercul
de inversiune C(O,

√
k) =⇒ OA · OA′ = k = OP 2 =⇒ OP este

tangentă la cercul Γ.

Observat, ia 2. Un cerc diferit de cercul de inversiune este invariant ı̂n
raport cu inversiunea dată dacă şi numai dacă este ortogonal cu cercul
de inversiune.

5. Inversiunea IO,k invariază toate dreptele ce trec prin O şi O este un
punct invariant ı̂n raport cu IO,k.

IO,k(d) = d, O ∈ d

Lema 1. Fie punctele A şi B ı̂n planul euclidian π şi inversiunea IO,k : π →
π. Dacă A′ = IO,k(A) şi B′ = IO,k(B) atunci:

1. Patrulaterul ABB′A′ este inscriptibil;

2. Are loc egalitatea:

A′B′ = |k| · AB

OA ·OB

Demonstraţie. 1. Din OA · OA′ = |k| şi OB · OB′ = |k| =⇒ OA

OB′
=

OB

OA′
şi ]AOB ≡ ]B′OA′

(LUL)
=⇒ 4OAB ∼ 4OB′A′ =⇒ ]OAB ≡

]OB′A′, deci patrulaterul ABB′A′ este inscriptibil.
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2. Din asemănarea triunghiurilor4OAB şi4OB′A′ avem OA
OB′ =

AB

A′B′
=⇒

A′B′ = AB · OB
′

OA
=⇒ A′B′ = AB · OB

′ ·OB
OA ·OB

= AB · |k|
OA ·OB

.

Proprietăţi 2. Fie inversiunea IO,k : π → π.

1. O dreaptă d care nu trece prin polul de inversiune se transformă ı̂ntr-un
cerc care trece prin pol şi din care se scoate punctul O.
Demonstraţie. Fie B ∈ d astfel ı̂ncât OB ⊥ d şi un punct arbitrar
A ∈ d. Avem:. IO,k(A) = A′ şi IO,k(B) = B′ =⇒ patrulaterul
ABB′A′ este inscriptibil =⇒ m(]AA′B′) = 90◦ =⇒ m(]OA′B′) =
90◦, iar B′ este punct fix, ceea ce ı̂nseamnă că A′ aparţine cercului de
diametru OB′.

2. Un cerc C(O1, R) care trece prin polul de inversiune O, mai puţin punc-
tul O, se transformă ı̂ntr-o dreaptă perpendiculară pe diametrul care
trece prin polul O.

3



Demonstraţie. Fie C(A,R) cercul care trece prin polul de inversiune
O. Fie B punctul diametral opus lui O şi B′ = IO,k(B). Alegem
un punct M ∈ C(A,R),M 6= O şi M ′ = IO,k(M) =⇒ patru-
laterul BB′M ′M este inscriptibil =⇒ ]OMB ≡ ]OB′M ′ =⇒
m(]OB′M ′) = 90◦ =⇒ M ′B′ ⊥ OB, deci locul geometric al punctelor
M ′ este perpendiculara ı̂n B′ (care este punct fix) pe OB.

3. Inversul unui cerc care nu trece prin polul de inversiune este un cerc.
Demonstraţie. Fie p puterea punctului O faţă de cercul dat.
Cazul I: Când k = p, inversul lui M care este M ′ se află pe acelaşi
cerc. Această afirmaţie este justificată ţinând cont că puterea lui M
faţă de cercul dat este: OM · OM ′ = k = p = OP 2 = OP ′2. Deci,
cercul dat se transformă ı̂n el ı̂nsuşi. În particular, punctele P şi P ′

sunt puncte fixe ale inversiunii IO,k.
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Cazul II: Pentru k 6= p, inversul M ′ al lui M nu se mai află pe cercul
dat C. Fie {N} = OM ∩ C. IO,k(M) = M ′, O1 centrul cercului C,
OO1 ∩ C = {A,B}, IO,k(A) = A′, OM · OM ′ = |k| (inversiune) şi
OM ·ON = p (puterea punctului O faţă de C).

Atunci
OM ′

ON
=
|k|
p

, p = OO2
1 −R2. Deci M ′ este omoteticul punctului

N ı̂n raport cu omotetia de centru O şi raport
|k|
p

. Deoarece omoteticul

unui cerc este un cerc cu raza R′ =
|k|
p
R, rezultă că inversul unui cerc

ce nu trece prin pol este un cerc.

Pentru a identifica centrul acestuia, ţinem cont că AB este diame-
tru pentru cercul iniţial C. Notând A′ = IO,k(A) şi B′ = IO,k(B),

obţinem că centrul cercului transformat este mijlocul lui A′B′. Într-
adevăr, aplicând Lema 1, avem

2R′ = A′B′ = |k| · AB

OA ·OB
= |k| · 2R

p
.

Observat, ia 3. O altă abordare este următoarea:
p

|k|
=

OB ·OA
OA′ ·OA

=

OB

OA′
, dar ]OMA ≡ ]OA′M ′ şi ]OMA ≡ ]OBN (patrulaterul ABNM

este inscriptibil) =⇒ ]OBN ≡ ]OA′M ′ =⇒ BN ‖ M ′A′ =⇒
OB

OA′
=

NB

M ′A′
=

p

|k|
=⇒ IO,k(C(O1, R)) = C(O2, R

′) =⇒ 4O1BN ∼

4O2A
′M ′ (]O1NB ≡ ]O1BN ≡ O2A

′M ′ ≡ O2M
′A′) =⇒ NB

M ′A′
=

R

R′
. Obţinem astfel că

R

R′
=

p

|k|
, deci:

R′ =
|k|
p
·R

Teorema 1. Mulţimea tuturor omotetiilor şi a inversiunilor planului de
acelaşi centru O formează un grup. Acest grup se numeşte grupul con-
form.

Demonstraţie. Considerăm mulţimea omotetiilor de centru O din plan şi ra-
port k ı̂mpreună cu mulţimea inversiunilor de pol O şi modul r din plan,
HO,k, IO,r : π → π, k, r ∈ R∗.

Arătăm, mai ı̂ntai, că omotetiile formează un grup. Fie M un punct

arbitrar ı̂n plan şi HO,k2(M) = M ′ şi HO,k1(M
′) = M ′′ =⇒

−−→
OM ′ =
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k2
−−→
OM,

−−−→
OM ′′ = k1

−−→
OM ′, deci

−−−→
OM ′′ = k1k2

−−→
OM , ceea ce ı̂nseamnă că HO,k1 ◦

HO,k2(M) = HO,k1k2(M). Prin urmare, găsim că HO,k1 ◦ HO,k2 = HO,k1k2 .
Observăm că elementul neutru este HO,1 = Id, deoarece HO,1(M) = M =
Id(M), deci HO,k◦Id = Id◦HO,k = HO,k. Ţinând cont că HO,k◦HO, 1

k
= HO,1

obţinem H−1O,k = HO, 1
k
. De asemenea avem IO,r ◦ Id = Id ◦ IO,r = IO,r.

Ne ı̂ntrebăm cine este compunerea IO,r1 ◦ IO,r2?
Dacă avem IO,r2(M) = M ′, IO,r1(M

′) = M ′′ =⇒
−−→
OM ′ ·

−−→
OM = r2,

−−−→
OM ′′ ·

−−→
OM ′ = r1 =⇒ OM ′·OM = |r2| şi OM ′′·OM ′ = |r1| =⇒ OM ′′

OM
=
|r1|
|r2|

=⇒

OM ′′ =
|r1|
|r2|

OM . Deoarece punctele O,M,M ′ si M ′′ sunt coliniare, avem, de

fapt:
−−−→
OM ′′ =

r1
r2

−−→
OM . În particular, IO,r1◦IO,r2 = HO,

r1
r2

=⇒ IO,r◦IO,r = Id.

Deci, compunerea dintre două inversiuni de pol O este o omotetie de centru
O. Prin urmare, există I−1O,r şi I−1O,r = IO,r.

Ne ı̂ntrebăm cine sunt compunerile IO,r ◦HO,k şi HO,k ◦ IO,r?
Dacă avem HO,k(M) = M ′ =⇒

−−→
OM ′ = k ·

−−→
OM şi IO,r(M

′) = M ′′ =⇒
−−→
OM ′ ·

−−−→
OM ′′ = r, atunci obţinem

−−→
OM ·

−−−→
OM ′′ =

r

k
, deci IO,r ◦ HO,k = IO, r

k
,

adică compunerea dintre o inversiune şi o omotetie cu acelaşi centru O este
o inversiune de pol O.

Dacă avem IO,r(M) = M ′ =⇒
−−→
OM ·

−−→
OM ′ = r şi HO,k(M

′) = M ′′ =⇒
−−−→
OM ′′ = k ·

−−→
OM ′, atunci obţinem

−−→
OM ·

−−−→
OM ′′ = rk, deci HO,k ◦ IO,r = IO,rk,

adică compunerea dintre o omotetie şi o inversiune cu acelaşi centru O este
o inversiune de pol O.

Observăm că pentru k 6= ±1 deducem

IO,kr = HO,k ◦ IO,r 6= IO,r ◦HO,k = IO, r
k
.

Astfel, mulţimea tuturor inversiunilor şi a omotetiilor planului de acelaşi
centru O formează un grup necomutativ.

Observat, ia 4. Grupul conform păstrează unghiurile (nu şi lungimile laturi-
lor).
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Aplicaţii ale inversiunii

1. Teorema lui Ptolemeu
Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Atunci are loc egalitatea:

AC ·BD = AB · CD + AD ·BC.

Demonstraţie. Considerăm o inversiune de pol A şi putere arbitrară k, IA,k :
(ABC) → (ABC), unde (ABC) este planul ce conţine punctele necoliniare
A,B,C. Notăm cu d dreapta care este transformata prin inversiunea IA,k a
cercului circumscris patrulaterului ABCD şi IA,k(B) = B′, IA,k(C) = C ′ şi
IA,k(D) = D′, ceea ce ı̂nseamnă, utilizând lema anterioară, că:

B′C ′ = |k| · BC

AB · AC
, C ′D′ = |k| · CD

AC · AD
şi B′D′ = |k| · BD

AB · AD
. Dar

B′D′ = B′C ′ + C ′D′, deci |k| · BD

AB · AD
= |k| · BC

AB · AC
+ |k| · CD

AC · AD
.

Înmulţind relaţia cu
AC

|k|
rezultă:

AC ·BD = AB · CD + AD ·BC.

2. A doua teoremă a lui Ptolemeu
Fie ABCD un patrulater convex inscriptibil. Atunci are loc relaţia

AC

BD
=
AB · AD + CB · CD
BA ·BC +DA ·DC

.

Demonstraţie. Considerăm inversiunea IA,k : (ABC) → (ABC), unde k
este arbitrar. Fie C(O,R) cercul circumscris patrulaterului ABCD. Atunci
IA,k(C(O,R) \ {A}) = d, unde d este o dreaptă perpendiculară pe OA. Fie
B′ = IA,k(B), C ′ = IA,k(C), D′ = IA,k(D), deci B′, C ′, D′ ∈ d. Aplicăm
Teorema lui Stewart ı̂n 4AB′D′ şi avem C ′ ∈ (B′D′). Atunci:

AB′2 · C ′D′ + AD′2 · C ′B′ = AC ′2 ·B′D′ +B′C ′ · C ′D′ ·B′D′

dar AC · AC ′ = |k|, AB · AB′ = |k|, AD · AD′ = |k| =⇒ AC ′ =
|k|
AC

,

AB′ =
|k|
AB

, AD′ =
|k|
AD

, B′C ′ = |k| · BC

AB · AC
, C ′D′ = |k| · CD

AC · AD
,

B′D′ = |k| · BD

AB · AD
şi atunci rezultă:

|k|2

AB2
· |k| · CD
AC · AD

+
|k|2

AD2
· |k| ·BC
AB · AC

=
|k|2

AC2
· |k| ·BD
AB · AD

+|k|· BC

AB · AC
· |k| · CD
AC · AD

· |k| ·BD
AB · AD
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AD · CD + AB ·BC
AB2 · AD2 · AC

=
BD

AB2 · AD2 · AC2
· (AB · AD +BC · CD)

AD · CD + AB ·BC =
BD

AC
· (AB · AD +BC · CD)

de unde rezultă enunţul.

3. Relaţia lui Euler
Într-un triunghi ABC, fie C(O,R) cercul circumscris triunghiului ABC şi
C(I, r) cercul ı̂nscris ı̂n triunghi. Atunci:

OI2 = R2 − 2Rr.

Demonstraţie. Fie punctele D,E, F picioarele perpendicularelor duse din
centrul cercului ı̂nscris I pe laturile [BC], [AC], [AB]. Bisectoarea AI in-
tersectează FE ı̂n mijlocul A′ al acestuia. 4AFI ∼ 4FA′I =⇒ FI2 =
IA′·IA =⇒ IA′·IA = r2. Considerăm inversiunea II,r2 : (ABC)→ (ABC).

Cercul C(I, r) se transformă ı̂n el ı̂nsuşi (C(O,
√
k)) este fix =⇒ A′ = II,r(A).

Analog, B′ = II,r(B), C ′ = II,r(C). Prin urmare vârfurile triunghiului ABC
se transformă ı̂n mijloacele laturilor 4DEF . Rezultă că cercul C(O,R) se
transformă ı̂n cercul celor nouă puncte asociat triunghiului DEF , care are

raza
r

2
. Utilizând relaţia

r′

R
=
|k|
p

, unde k = r2, iar p = R2−OI2 este puterea

punctului I faţă de cercul C(O,R) =⇒ r

2R
=

r2

R2 −OI2
=⇒ R2 − OI2 =

2Rr.

4. (Problema piesei de cinci lei a lui Ţiţeica).
Trei cercuri având razele egale se intersectează ı̂ntr-un punct. Luându-se
două câte două, se obţin ı̂ncă trei puncte de intersecţie. Cercul determinat
de cele trei puncte are raza egală cu raza cercurilor date.
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Demonstraţie. Se consideră un triunghi ABC. Fie C(I, r) cercul ı̂nscris
4ABC şi C(O,R) cercul circumscris4ABC. Considerăm inversiunea II,−R2+OI2 .
Ţinând cont de relaţia lui Euler, OI2 = R2 − 2Rr, avem practic inversiunea
II,−2Rr. Cercul C(O,R) se va transforma prin inversiune tot ı̂ntr-un cerc.
Arătăm că acesta este, de fapt, tot C(O,R), astfel: fie A′, B′, C ′ punc-
tele de intersecţie ale bisectoarelor unghiurilor triunghiului cu cercul. Folo-
sind puterea punctului I faţă de cercul C(O,R) rezultă relaţiile: IA · IA′ =
IB · IB′ = IC · IC ′ = R2 − OI2 ceea ce ı̂nseamnă că II,OI2−R2(A) = A′,
II,OI2−R2(B) = B′, II,OI2−R2(C) = C ′, adică II,OI2−R2(C(O,R)) = C(O,R).
Dreapta BC care nu trece prin polul de inversiune I se transformă ı̂ntr-un
cerc ce trece prin punctele I, B′, C ′ astfel ı̂ncât tangenta ı̂n I la acest cerc
este paralelă cu BC. Aplicăm Teorema Sinusurilor pentru 4IB′C ′ =⇒

B′C ′

sin

(
B + C

2

) = 2R′, unde R′ este raza cercului circumscris 4IB′C ′. Dar

B′C ′ = 2Rsin

(
π − B + C

2

)
= 2Rsin

(
B + C

2

)
, ceea ce ı̂nseamnă că 2R =

2R′, deciR = R′. Analog pentru cercurile circumscrise triunghiurilor4IC ′A′,
4IA′B′.

Aplicaţia 5. Fie A,B,C trei puncte distincte pe un cerc de centru O.
Dacă avem inversiunea de pol A şi putere k, IA,k : (ABC) → (ABC) cu
IA,k(B) = B′, IA,k(C) = C ′, atunci IA,k(O) = A′, unde A′ este simetricul lui
A faţă de dreapta B′C ′.

Demonstraţie. Fie A′′ punctul diametral opus lui A =⇒ IA,k(A
′′) = E =⇒

−−→
AA′′ ·

−−→
AA′ = k =⇒ 1

2

−−→
AA′′ · 2

−→
AE = k =⇒

−→
AO ·

−−→
AA′ = k =⇒ IA,k(O) =

A′.
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Aplicaţia 6. Dacă SO este simetria de centru O şi IO,r este inversiunea
de pol O şi modul r, atunci IO,r ◦ SO = SO ◦ IO,r = IO,−r.

Demonstraţie. Cum SO = HO,−1, iar IO,r ◦HO,k = IO, r
k

şi HO,k ◦ IO,r = IO,kr,
observăm că pentru k = −1 obţinem relaţia din enunţ.

Aplicaţia 7. Într-un patrulater convex ABCD are loc inegalitatea:

AC ·BD ≤ AB · CD + AD ·BC

Demonstraţie. Considerăm inversiunea de pol A şi modul r: IA,r(B) = B′,

IA,r(C) = C ′, IA,r(D) = D′ =⇒ B′C ′ = |r| · BC

AB · AC
, C ′D′ = |r| · CD

AC · AD
şi B′D′ = |r| · BD

AB · AD
. Cum B′D′ ≤ B′C ′ + C ′D′ rezultă enunţul.

Observat, ia 5. 1. Fie ABCD un patrulater convex ca mai sus. Cum
B′C ′ ≥ |B′D′ − C ′D′| avem:

AD ·BC ≥ |AC ·BD − AB · CD|

Egalitatea are loc dacă şi numai dacă patrulaterul ABCD este inscrip-
tibil.

2. Dacă ı̂n triunghiul B′C ′D′ aplicăm teorema cosinusului şi cum m(]B′C ′D′) =
B +D, avem:

AC2 ·BD2 = AB2 ·CD2 +AD2 ·BC2−2AB ·AC ·BC ·CD ·cos(B+D)

care reprezintă teorema lui Bretschneider.
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3. Dacă aplicăm inegalitatea Ionescu-Weitzenböck (̂ın 4ABC avem a2 +
b2 + c2 ≥ 4

√
3σ[ABC]), atunci avem:

B′D′2 +C ′D′2 +B′C ′2 ≥ 4
√

3σ[B′C ′D′] = 4
√

3
B′C ′ · C ′D′

2
sin(B +D)

Atunci:

|r|2 ·BD2

AB2 · AD2
+
|r|2 · CD2

AC2 · AD2
+
|r|2 ·BC2

AB2 · AC2
≥ 2
√

3· |r|
2 ·BC

AB · AC
· CD

AC · AD
·sin(B+D)

ceea ce ı̂nseamnă că:

AC2·BD2+AB2·CD2+AD2·BC2 ≥ 2
√

3·AB·AD·BC ·CD·sin(B+D)
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Vectori liberi şi opera̧tii cu acȩstia

1 Spa̧tiul vectorial al vectorilor liberi

Not¼am cuM3 = fA;B;C; :::gmuļtimea punctelor spaţiului euclidian, de�nit axiomatic în geometria
sintetic¼a.
Fie A;B 2 M3 dou¼a puncte arbitrare. Prin vectorul legat (segmentul orientat)

��!
AB; înţelegem

segmentul AB echipat cu sensul de parcurgere de la A (numit origine) c¼atre B (numit vârf). Vectorul
legat

��!
BA; notat şi cu ���!AB, poart¼a numele de opusul lui

��!
AB; iar vectorul

�!
0 =

�!
AA se numeşte

vectorul nul. Lungimea (m¼arimea, norma)



��!AB


 a vectorului legat��!AB se de�neşte ca �ind lungimea

segmentului AB: În plus, pentru orice vector legat nenul
��!
AB; are sens s¼a de�nim direçtia acestuia,

ca �ind format¼a din dreapta suport AB împreun¼a cu muļtimea dreptelor paralele cu AB:
Spunem c¼a doi vectori legaţi

��!
AB şi

��!
CD sunt echipolenţi (şi not¼am

��!
AB � ��!

CD) dac¼a ei au
aceeaşi direçtie, acelaşi sens şi aceeaşi m¼arime1 . Relaţia de echipolenţ¼a, notat¼a cu �; este o relaţie
de echivalenţ¼a pe muļtimea segmentelor orientate.
Clasa de echipolenţ¼a AB = [

��!
AB]� a segmentului orientat

��!
AB poart¼a numele de vectorul liber

geometric (pe scurt, vectorul liber) AB; astfel, segmentul orientat
��!
AB este un reprezentant al clasei

AB. Dac¼a nu dorim s¼a speci�c¼am un reprezentant anume, vom nota vectorii liberi cu litere mici:
�a;�b; �c etc.
Observa̧tie: Dac¼a

��!
AB � ��!CD, atunci, ca segmente orientate (muļtimi de puncte), ��!AB 6= ��!CD,

îns¼a vectorii liberi AB şi CD sunt egali.
Not¼am cu E3 muļtimea vectorilor liberi din spaţiu şi introducem pe aceasta dou¼a operaţii:

1. Adunarea + : E3 � E3 ! E3; (�a;�b) 7! �a+ �b; de�nit¼a prin regula paralelogramului (echivalent,
prin regula triunghiului):

2. Ampli�carea cu scalari reali �R : R�E3 ! E3; (�; �a) 7! ��a, unde vectorul liber ��a este de�nit
de:

- aceeaşi direçtie cu �a;

1Vectorul nul
�!
AA nu are direcţie sau sens; consider¼am îns¼a:

�!
AA � ��!BB.etc.

1



- lungimea k��ak = j�j k�ak ;
- sensul - acelaşi cu al lui �a dac¼a � > 0 şi opus lui �a; dac¼a � < 0.

Operaţiile introduse mai sus sunt corect de�nite, adic¼a, nu depind de reprezentanţii aleşi pentru
clasele de echivalenţ¼a. Mai mult, pentru orice �a;�b; �c 2 E3 şi orice �; � 2 R; au loc egalit¼aţile:

(�a+�b) + �c = �a+ (�b+ �c); (�+ �) �a = ��a+ ��a;
�a+�b = �b+ �a; �

�
�a+�b

�
= ��a+ ��b;

�0 + �a = �a; � (��a) = (���a) ;
�a+ (��a) = �0; 1�a = �a:

Altfel spus, are loc urm¼atorul rezultat:

Teorema 1 Tripletul (E3;+; �R) este un spaţiu vectorial.

Similar, muļtimea E2 a vectorilor liberi din plan şi muļtimea E1 a vectorilor liberi de pe dreapt¼a,
formeaz¼a spaţii vectoriale împreun¼a cu restriçtiile la acestea ale lui + şi �R de�nite mai sus, adic¼a,
sunt subspaţii ale lui E3:

Dependenţa liniar¼a pe E3:
1) O muļtime format¼a cu un singur vector f�ag ; este liniar dependent¼a dac¼a şi numai dac¼a �a = �0:
2) Doi vectori liberi �a; �b 2 E3 sunt liniar dependenţi dac¼a şi numai dac¼a 9� 2 R astfel încât:

�b = ��a: (1)

Geometric, aceasta se traduce prin faptul c¼a �a şi �b au aceeaşi direçtie; spunem c¼a �a şi �b sunt coliniari
şi not¼am: �a k �b:
3) Pentru trei vectori liberi �a;�b; �c 2 E3; liniar dependenţa înseamn¼a c¼a 9�; � 2 R astfel încât:

�c = ��a+ ��b: (2)

Aceast¼a condi̧tie este echivalent¼a cu faptul c¼a �a;�b; �c sunt coplanari (adic¼a, reprezentanţii lor cu
origine comun¼a sunt situaţi în acelaşi plan).
Din cele de mai sus, concluzion¼am c¼a:

1. Pe dreapt¼a exist¼a un vector liniar independent; orice doi vectori sunt liniar dependenţi.

2. În plan exist¼a doi vectori liniar independenţi; orice trei vectori sunt liniar dependenţi.

3. În spaţiu exist¼a trei vectori liniar independenţi; orice patru vectori sunt liniar dependenţi.

Pe scurt: dim E1 = 1; dim E2 = 2; dim E3 = 3:

Structura de spa̧tiu a�n a spa̧tiului vectorilor liberi. Repere a�ne.
Un spaţiu a�n n-dimensional este un triplet A = (M; V; '), undeM 6= ? este o muļtime oarecare
(numit¼a muļtimea punctelor lui A), (V;+; �K) este un spaţiu vectorial cu dimV = n; iar ' :
M�M! V; (A;B) 7! ' (A;B) ; o funçtie cu urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) Pentru orice A 2M şi orice �v 2 V; exist¼a un unic B 2M astfel încât ' (A;B) = �v:
(ii) (Regula triunghiului) Pentru orice A;B;C 2M : ' (A;B) + '(B;C) = ' (A;C) :
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Exemple de spa̧tii a�ne:
1) Spaţiul a�n euclidian al vectorilor liberi A3 = (M3; E3; '); unde M3; E3 au fost introduse

mai sus şi ' (A;B) = AB; de asemenea, putem identi�ca segmentul orientat
��!
AB cu capetele lui,

adic¼a cu perechea ordonat¼a ("bipunctul") (A;B) 2M3�M3:
2) Spaţiul a�n standard (Rn;Rn; ') ; unde ' (x; y) = y � x:

Pe un spaţiu a�n A = (M; V; '); un reper a�n este de�nit ca o pereche R =(O;B) format¼a
dintr-un punct arbitrar �xat O 2 M; numit origine şi o baz¼a B a lui V: În particular, pe spaţiul
A3, un reper a�n este format dintr-un punct �xat O şi trei vectori nenuli şi necoplanari.
În practic¼a îns¼a, în majoritatea covârşitoare a cazurilor, nu vom folosi îns¼a repere a�ne oarecare,

ci repere carteziene R =(O;B), de�nite de:

� Baza B =
�
�{; �j; �k

	
este ortonormat¼a, adic¼a: �{ ? �j ? �k ? �{; k�{k = k�jk =



�k

 = 1:
� B este drept orientat¼a, adic¼a: sensul lui �j se obţine din sensul lui �{ printr-o rotaţie de unghi
90o în sens trigonometric, iar sensul lui �k se obţine din sensurile lui �{ şi �j prin regula burghiului
(echivalent, prin regula mâinii drepte):

regula mâinii drepte regula burghiului

Coordonate carteziene în spa̧tiu. Fie, în continuare, R un reper cartezian pe A3:

� Pentru vectorii liberi �v 2 E3; coordonatele carteziene (x; y; z) ale lui �v sunt date de descom-
punerea �v = x�{+ y�j + z�k în baza B:

� Coordonatele punctului A 2M sunt, prin de�ni̧tie, coordonatele vectorului de poziţie OA:

A (x; y; z), OA (x; y; z), OA = x�{+ y�j + z�k:

În consecinţ¼a, coordonatele vectorului liberAB = OB�OA vor �date de:AB (xB � xA; yB � yA; zB � zA) :

2 Produse de vectori liberi

2.1 Produsul scalar

Pe spaţiul vectorial E3, de�nim aplicaţia � : E3 � E3 ! R, (�a;�b) 7! �a � �b astfel:

�a � �b := k�ak


�b

 cos�; (3)

unde � = ]
�
�a;�b
�
2 [0o; 180o] este unghiul cel mai mic dintre vectorii �a şi �b:
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Propozi̧tia 2 Aplicaţia "�" are urm¼atoarele propriet¼aţi:
1) Comutativitate (simetrie): 8�a;�b 2 E3 : �a � �b = �b � �a:
2) Omogenitate: 8�a;�b 2 E3; 8� 2 R : (��a) � �b = �(�a � �b).
3) Aditivitate: (�a+ �c) � �b = �a � �b+ �c � �b; 8�a;�b; �c 2 E3:
4) Pozitiv¼a de�nire: 8�a 2 E3 : �a � �a � 0 şi �a � �a = 0) �a = 0:

Propriet¼aţile 1), 2) şi 4) sunt imediate, iar 3) se bazeaz¼a pe urm¼atoarea lem¼a:

Lema 3 (M¼arimea proiecţiei unui vector pe alt vector): Pentru orice �a;�b 2 E3; cu �a 6= 0; m¼arimea
proiecţiei lui �b pe �a este:

Demonstra̧tia lemei: M¼arimea proieçtiei lui �a pe �b este: pr�a�b =


�b

 cos�; unde � = ] ��a;�b� :

Ampli�când foŗtat pe


�b

 cos� cu k�ak ; obţinem egalitatea cerut¼a.

Demonstra̧tia Propozi̧tiei 2, pc. 3): Fie punctele O;A;B;C astfel încât: �a = OA; �b =
OB; �c = AC: Proiect¼am pe A şi C pe OB; în punctele A0; respectiv, C 0 :

Deoarece OA0 şi A0C 0 sunt coliniari, avem:

OA0

+ 

A0C 0

 = 


OC 0


 ; (4)

Îns¼a:


OA0

 = pr�b�a = �a � �b

�b

 ; 

A0C 0

 = pr�b�c = �c � �b

�b

 ;




OC 0


 = pr�b(�a+�c) = (�a+ �c) � �b

�b

 : Înlocuind

aceste expresii în (4) şi ampli�când cu


�b

 ; obţinem �a � �b+ �c � �b = (�a+ �c) � �b; q.e.d.

Propozi̧tia 2 spune c¼a, de fapt, aplicaţia � : E3�E3 ! R este o form¼a biliniar¼a simetric¼a şi pozitiv
de�nit¼a, adic¼a, un produs scalar pe E3; respectiv, E3 are structur¼a de spaţiu euclidian.
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Propozi̧tia 4 (Expresia în coordonate carteziene a produsului scalar):
Pentru orice �a(a1; a2; a3); �b(b1; b2; b3) 2 E3, are loc egalitatea:

�a � �b = a1b1 + a2b2 + a3b3: (5)

Demonstra̧tie: Ţinând cont c¼a vectorii �{; �j; �k sunt ortonormaţi, avem:

�{ � �{ = k�{k2 cos 0 = 1; �j � �j = 1; �k � �k = 1; �{ � �j = 0; �{ � �k = 0; �j � �k = 0

Apoi, folosim aditivitatea şi omogenitatea lui �, deducem c¼a:

�a � �b = (a1�{+ a2�j + a3�k) � (b1�{+ b2�j + b3�k) = a1b1�{ � �{+ a1b2�{ � �j + :::+ a3b3�k � �k:

Dintre produsele de mai sus, îns¼a, doar �{ � �{; �j � �j şi �k � �k sunt nenule, ceea ce conduce la (5).

Aplica̧tiile produsului scalar:

1. Norma vectorului �a(a1; a2; a3) 2 E3 : k�ak =
p
�a � �a =

p
a21 + a

2
2 + a

2
3:

2. Unghiul � dintre vectorii nenuli �a şi �b este dat de: cos� =
�a � �b

k�ak


�b

 : În particular, �a ��b = 0,

�a ? �b:

2.2 Produsul vectorial

De�ni̧tia 5 Produsul vectorial al vectorilor �a;�b 2 E3 este vectorul �a� �b 2 E3 caracterizat de:

� direcţie: perpendicular pe direcţiile lui �a şi �b;

� sens: dat de regula burghiului/regula mâinii drepte;

� m¼arime:


�a� �b

 = k�ak

�b

 sin�; unde � este unghiul cel mai mic dintre �a şi �b:

Propozi̧tia 6 Produsul vectorial � : E3 � E3 ! E3 are urm¼atoarele propriet¼aţi:
1. anticomutativitate: �a� �b = ��b� �a; 8�a;�b 2 E3;
2. aditivitate: �a� (�b+ �c) = �a� �b+ �a� �c; 8�a;�b; �c 2 E3;
3. omogenitate: �a� (��b) = (��a)� b = ��a� �b; 8�a;�b 2 E3;8� 2 R;
4. dac¼a �a şi �b sunt nenuli, atunci �a� �b = �0, �a şi �b sunt coliniari.
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Expresia în coordonate: Fie �a = a1�{ + a2�j + a3�k; �b = b1�{ + b2�j + b3�k: Pentru a determina
expresia în coordonate a produsului �a � �b, calcul¼am întâi cu ajutorul de�ni̧tiei, produsele �{ � �{;
�{� �j; :::; �j � �k :

� �{ j k

i 0 k �j
j �k 0 �{

k �j ��{ 0

:

Folosind apoi liniaritatea lui � în �ecare argument, obţinem, prin calcul direct:

�a� �b = (a2b3 � a3b2)�{� (a1b3 � a3b1)�j + (a1b2 � a2b1)�k: (6)

Ultima egalitate se poate rescrie sub forma unui determinant formal:

�a� �b =

������
�{ �j �k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

������ : (7)

Aplica̧tiile produsului vectorial:

1. Aria paralelogramului cu laturile �a şi �b este A(�a;�b) =


�a� �b

 :

2. Aria triunghiului cu laturile �a şi �b: A� =
1

2



�a� �b

 :
3. Dac¼a �v ? �a; �v ? �b; atunci �v este coliniar cu �a� �b : 9� 2 R; �v = ��a� �b:

2.3 Produsul mixt a trei vectori

De�ni̧tia 7 Produsul mixt al vectorilor �a; �b; �c 2 E3 este num¼arul real:

(�a;�b; �c) = �a � (�b� �c):

Propriet¼aţile produsului mixt vor deveni imediate, dac¼a descoperim mai întâi expresia lui în
coordonate carteziene. Fie, pentru aceasta, �e: �a (a1; a2; a3) ; �b (b1; b2; b3) ; �c (c1; c2; c3) : Calcul¼am
întâi produsul vectorial �b� �c :

�b� �c =

������
�{ �j �k
b1 b2 b3
c1 c2 c3

������ =
���� b2 b3
c2 c3

�����{� ���� b1 b3
c1 c3

���� �j + ���� b1 b2
c1 c2

���� �k:
Având expresia în coordonate a lui �b� �c; putem calcula produsul scalar �a � (�b� �c) :

�a � (�b� �c) = a1
���� b2 b3
c2 c3

����� a2 ���� b1 b3
c1 c3

����+ a3 ���� b1 b2
c1 c2

���� =
������
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

������ :
Am demonstrat astfel:
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Propozi̧tia 8 Într-un reper cartezian, produsul mixt are expresia:

(�a;�b; �c) =

������
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

������ : (8)

Prin urmare, propriet¼aţile produsului mixt sunt similare cu propriet¼aţile determinanţilor:
1) (�a;�b; �c) = �(�b; �a; �c); (�a;�b; �c) = (�c; �a;�b):
2) Omogenitate: (��a;�b; �c) = (�a; ��b; �c) = (�a;�b; ��c) = �(�a;�b; �c):
3) Aditivitate: (�a+ �d;�b; �c) = (�a;�b; �c) + ( �d;�b; �c):

Aplica̧tiile produsului mixt:

1. Volumul paralelipipedului construit pe vectorii �a;�b; �c: Vp =
��(�a;�b; �c)�� :

2. Volumul tetraedrului construit pe �a;�b; �c (ca muchii necoplanare) este

Vtetr: =
1

6

��(�a;�b; �c)�� :
3. (�a;�b; �c) = 0 , �a;�b; �c coplanari.

Demonstra̧tie:
1. Volumul paralelipipedului cu muchiile �a;�b; �c este Vp = aria(�b;�c) � h; unde h =



�h

 este
în¼aļtimea corespunz¼atoare fȩtei (�b; �c):
Îns¼a, pe de o parte, aria(�b;�c) =



�b� �c

 ; iar pe de alt¼a parte, vectorul �h este perpendicular pe
faţa (�b; �c); i.e., este coliniar cu produsul vectorial �b� �c :

Fie � = ^(�a; �h) = ^(�a;�b � �c). Presupunem, pentru început, c¼a � < 90o; adic¼a, cos� > 0: Atunci,
m¼arimea lui �h este



�h

 = k�ak cos�;cu alte cuvinte,
Vp = k�ak



�b� �c

 cos� = �a � (�b� �c) = (�a;�b; �c):
În cazul în care � > 90o; vom avea: h = k�ak cos(180o � �) = k�ak jcos�j ; respectiv, Vp =

��(�a;�b; �c)��
(iar produsul (�a;�b; �c) va � negativ). Astfel, semnul produsului mixt (�a;�b; �c) depinde de orientarea
vectorilor �a;�b; �c:
2. Volumul tetraedrului: În paralelipipedul (�a;�b; �c) "încap" 6 tetraedre identice.
3. (�a;�b; �c) = 0, Vp = 0, �a;�b; �c - coplanari.
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2.4 Dublul produs vectorial

Dublul produs vectorial al vectorilor �a;�b; �c 2 E3 este, prin de�ni̧tie, vectorul �a� (�b� �c):

Propozi̧tia 9 Pentru orice trei vectori �a;�b; �c 2 E3; are loc egalitatea:

�a� (�b� �c) = (�a � �c)�b� (�a � �b)�c: (9)

În particular, �a� (�b� �c) este un vector coplanar cu �b şi �c:
Demonstra̧tie: Alegem pe A3 un reper cartezian, astfel încât planul xOy s¼a �e planul lui �b şi

�c: Cu reperul astfel ales, vom avea: �b(b1; b2; 0); �c(c1; c2; 0) şi �a(a1; a2; a3). A�rmaţia rezult¼a apoi
prin calcul direct, evaluând separat cei doi membri ai egalit¼aţii (9).
Dublul produs vectorial satisface o proprietate important¼a:

Teorema 10 (Identitatea lui Jacobi): Pentru orice trei vectori �a;�b; �c 2 E3 :

�a� (�b� �c) + �c� (�a� �b) + �b� (�c� �a) = �0:

Demonstra̧tie: Folosim expresia (9) pentru a exprima �ecare dintre produsele �a� (�b� �c); �c�
(�a� �b) şi �b� (�c� �a): Ţinând cont de comutativitatea produsului scalar, termenii se vor reduce doi
câte doi şi obţinem identitatea cerut¼a.
Consecinţ¼a: (E3;+; �R;�) este o algebr¼a Lie.

Observa̧tie: Din relaţia (9), observ¼am c¼a produsul vectorial � : E3�E3 ! E3 nu este asociativ.
Mai precis, �a� (�b� �c) este coplanar cu �b şi �c; iar

�
�a� �b

�
� �c = ��c�

�
�a� �b

�
este coplanar cu �a şi

�b, astfel încât, în general, �a� (�b� �c) 6=
�
�a� �b

�
� �c:

3 Exerci̧tii

Exerci̧tiul 1 Fie A(1; 2; 0); B(1; 2; 1); C(3; 0; 1): Pentru triunghiul ABC; calculaţi a) lungimile
laturilor; b) unghiurile; c) aria; d) în¼alţimea din A:

Rezolvare: a) Avem AB(0; 0; 1); AC(2;�2; 1); BC (2;�2; 0) ; de unde g¼asim:

AB

 =p02 + 02 + 12 = 1;

AC

 =q22 + (�2)2 + 12 = 3;

BC

 =q22 + (�2)2 + 02 = 2p2:
b) Unghiurile A şi B sunt date de: cosA =

AB �AC

AB



AC

 = 0 � 2 + 0 � (�2) + 1 � 1
1 � 3 =

1

3
; cosB =

BA �BC

BA



BC

 = � AB �BC

BA



BC

 = 0; prin urmare, B = �

2
; A = arccos

1

3
; C =

�

2
� arccos 1

3
:

c) Aria o calcul¼am cu ajutorul produsului vectorial, ca: A�ABC =
1

2



AB �AC

 : Avem:
AB �AC =

������
�{ �j �k
0 0 1
2 �2 1

������ = 2�{+ 2�j )


AB �AC

 =p22 + 22 = 2p2) A�ABC =

p
2:

d) În¼aļtimea hA o obţinem din: A�ABC =


BC

 � hA

2
; ca: hA = 1:
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Exerci̧tiul 2 Fie �m; �n 2 E3 cu k �mk = 1; k�nk = 2 şi ]( �m; �n) = 60o: Determinaţi: a) lungimile
diagonalelor paralelogramului construit pe �m şi �n; b) aria paralelogramului cu laturile: �a = 2 �m+ �n;
�b = �m� 3�n:

Rezolvare: a) Diagonalele paralelogramului cu laturile �m şi �n sunt �d1 = �m+ �n şi �d2 = �m� �n:
Avem: 

 �d1

 =p �d1 � �d1 =

p
( �m+ �n) � ( �m+ �n) =

p
�m � �m+ �m � �n+ �n � �m+ �n � �n;

Folosind �m � �m = k �mk2 = 1; �n � �n = k�nk2 = 4; �m � �n = �n � �m = k �mk k�nk cos\( �m; �n) = 1; g¼asim

 �d1

 = p7; similar, 

 �d2

 = p3:
b) Aria paralelogramului cu laturile �a şi �b este A(�a;�b) =



�a� �b

 ; adic¼a:
A(�a;�b) = k(2 �m+ �n)� ( �m� 3�n)k = k2 �m� �m+ �n� �m� 6 �m� �n� 3�n� �nk :

Îns¼a, �m � �m = �n � �n = 0; �m � �n = ��n � �m; prin urmare: A(�a;�b) = k7�n� �mk = 7 k�n� �mk =

7 k�nk k �mk sin\( �m; �n) = 7
p
3:

Exerci̧tiul 3 Demonstraţi identitatea lui Lagrange:

(�a � �b)2 +


�a� �b

2 = k�ak2 

�b

2 :

Rezolvare: Fie � = ](�a;�b): Identitatea rezult¼a din �a��b = k �ak


�b

 cos�; 

�a� �b

 = k �ak

�b

 sin�:

Exerci̧tiul 4 G¼asiţi � 2 R astfel încât vectorii �a(1; 2; 3); �b(2; 0; 2) şi �c(4; 4; �) s¼a �e coplanari.
Pentru � astfel g¼asit, descompuneţi pe �c dup¼a direcţiile lui �a şi �b:

Rezolvare: �a;�b şi �c sunt coplanari dac¼a şi numai dac¼a
�
�a;�b; �c

�
=

������
1 2 3
2 0 2
4 4 �

������ = 0 , � = 8:

Pentru � = 8; ecuaţia vectorial¼a �c = ��a+ ��b admite soluţia � = 2; � = 1; adic¼a, �c = 2�a+�b:

Exerci̧tiul 5 Determinaţi volumul tetraedrului ABCD; unde A(1; 2; 3); B(1; 2; 4); C(2; 2; 4); D(2; 3; 4)
şi distanţa de la D la planul (ABC).

Rezolvare: Avem:
�
AB;AC; AD

�
=

������
0 0 1
1 0 1
1 1 1

������ = 1 ) VABCD =
1

6

���AB;AC; AD��� = 1

6
:

Distanţa de la A la planul (ABC) este în¼aļtimea din D în tetraedru hD =
3VABCD
A�ABC

=
6VABCD

AB �AC

 :

Calculând AB �AC cu ajutorul formulei (7), g¼asim:


AB �AC

 = k�jk = 1) hD = 1:

Exerci̧tiul 6 Ştiind c¼a (�a;�b; �c) = 1; calculaţi: (�a; �a+�b; �a+ �c):

Rezolvare: Deoarece produsul mixt este distributiv faţ¼a de adunare, putem scrie:
(�a; �a+ �b; �a+ �c) = (�a; �a+ �b; �a) + (�a; �a+ �b; �c): Îns¼a, (�a; �a+ �b; �a) = 0; prin urmare, (�a; �a+ �b; �a+ �c) =
(�a; �a; �c) + (�a;�b; �c) = 0 + 1 = 1:
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Dreapta şi planul în spa̧tiu

Fiind dat un spaţiu a�n A = (M; V; ') ; prin subspaţiu a�n al lui A înţelegem un spaţiu a�n
A0 = (M0; V 0; 'jM0�M0), unde: M0 �M; V 0 este subspaţiu lui V; iar 'jM0�M0 este restriçtia lui '
laM0�M0: Echivalent, A0 este subspaţiu a�n al lui A dac¼a şi numai dac¼a pentru orice punct �xat
A 2M0, funçtia paŗtial¼a ' (A; �) are drept imagine pe V 0: '(A;M0) = V 0:
În continuare, consider¼am spaţiul a�n A3 = (M; E3; ') al vectorilor geometrici, echipat cu un

reper cartezian fO;�{; �j; �kg - şi vom studia subspaţiile sale a�ne netriviale, adic¼a, dreptele şi planele.

1 Ecua̧tia planului în spa̧tiu

1. Planul ce conţine un punct şi dou¼a direçtii.
Fie M(x0; y0; y0) 2M un punct arbitrar şi �u(u1; u2; u3), �v(v1; v2; v3) 2 E3:
Not¼am cu (�) planul care conţine punctul M şi direçtiile vectorilor �u şi �v (echivalent, putem

spune c¼a (�) e paralel cu vectorii �u şi �v). Not¼am cu P (x; y; z) un punct arbitrar în spaţiu.

Fig 1: plan determinat de punct şi dou¼a direcţii

Faptul c¼a P 2 (�) este echivalent cu aceea c¼a vectorii MP; �u şi �v sunt coplanari. Cu ajutorul
produsului mixt, aceast¼a condi̧tie se scrie:

(MP; �u; �v) = 0;

în coordonate, ţinând cont c¼a MP (x� x0; y � y0; z � z0); obţinem:
Propozi̧tia 1 Ecuaţia planului (�) care conţine punctul M(x0; y0; y0) şi direcţiile vectorilor
�u(u1; u2; u3), �v(v1; v2; v3) este:

(�) :

������
x� x0 y � y0 z � z0
u1 u2 u3
v1 v2 v3

������ = 0: (1)

1



Caz particular: ecua̧tia planului (ABC) ce trece prin trei puncte necoliniare
A(xA; yA; zA); B(xB ; yB ; zB); C(xC ; yC ; zC) o obţinem din (1), ţinând cont c¼a AB;AC � (�) :

(ABC) :

������
x� xA y � yA z � zA
xB � xA yB � yA zB � zA
xC � xA yC � yA zC � zA

������ = 0:
Ultima egalitate se mai poate scrie şi sub forma:

(ABC) :

��������
x y z 1
xA yA zA 1
xB yB zB 1
xC yC zC 1

�������� = 0:

2. Ecua̧tiile parametrice ale planului
Cu notaţiile din Fig. 1, condi̧tia ca MP; �u şi �v s¼a �e coplanari se mai poate scrie şi:

MP = ��u+ ��v; �; � 2 R: (2)

Exprimând1 aceast¼a condi̧tie în coordonate, obţinem ecuaţiile parametrice ale planului:

(�) :

8<: x = x0 + �u1 + �v1
y = y0 + �u2 + �v2
z = z0 + �u3 + �v3

: (3)

3. Planul determinat de un punct şi direçtia normal¼a
Pentru a determina ecuaţia unui plan în spaţiu, este su�cient s¼a cunoaştem un punct

M(x0; y0; y0) în plan şi un vector �N(a; b; c) nenul şi perpendicular pe plan, numit vector normal.

S¼a not¼am cu (�) planul a c¼arui ecuaţie vrem s¼a o determin¼am. Pentru un punct arbitrar P (x; y; z);
condi̧tia ca P s¼a îi apaŗtin¼a lui (�) este echivalent¼a cu: �N ?MP; adic¼a: �N �MP = 0: În coordonate,
aceasta se scrie:

a(x� x0) + b(y � y0) + c(z � z0) = 0: (4)

(ecua̧tia planului care trece prin M(x0; y0; z0); având direçtia normal¼a �N(a; b; c)).

1Condi̧tia (2) ne spune c¼a P 2 (�) dac¼a şi numai dac¼a vectorul '(M;P ) = MP aparţine subspaţiului V 0 � E3
generat de �u şi �v; altfel spus, '(M; (�)) = V 0, adic¼a planul (�) este un subspaţiu a�n 2-dimensional al lui A3:
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Efectuând calculele, �e în (4), �e în (1), vom obţine întotdeauna o ecuaţie de tipul

ax+ by + cz + d = 0; (5)

unde a; b; c; d 2 R (cu a; b; c nu toţi nuli), numit¼a ecua̧tia general¼a a planului. Reciproc, orice
ecuaţie de gradul 1 în x; y; z descrie din punct de vedere geometric un plan în spaţiul A3.
Observa̧tie: Coe�cienţii lui x; y şi z din ecuaţia general¼a a planului reprezint¼a coordonatele

unui vector normal la plan. De exemplu, planul x+3y� z+5 = 0 are direçtia normal¼a �N(1; 3;�1).
Exemplu. Ecua̧tiile planelor de coordonate:

(xOy) : z = 0; (yOz) : x = 0; (xOz) : y = 0:

2 Ecua̧tiile dreptei în spa̧tiu

A. Dreapta ca interseçtie de plane
În spaţiu, o dreapt¼a este unic determinat¼a de interseçtia a dou¼a plane neparalele şi distincte.

Cu alte cuvinte, ea poate � reprezentat¼a de un sistem de forma:�
(�1) : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
(�2) : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

: (6)

Teorema 2 Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) Intersecţia (�1) \ (�2) este o dreapt¼a.
(ii) Vectorii normali �N1(a1; b1; c1) ? (�1) şi �N2(a2; b2; c2) ? (�2) sunt necoliniari.
(iii) Sistemul (6) este compatibil simplu nedeterminat.

Demonstra̧tie: (i)$ (ii) : Dac¼a (�1)\ (�2) este o dreapt¼a, atunci, (�1) / (�2), ceea ce implic¼a
�N1 / �N2: Reciproc, dac¼a �N1 / �N2; atunci, planele (�1) şi (�2) nu pot nici s¼a coincid¼a, nici s¼a �e
paralele (deoarece, în ambele cazuri, am avea �N1 k �N2); prin urmare, singura posibilitate r¼amas¼a
este ca (�1) \ (�2) s¼a �e o dreapt¼a.
(ii)$ (iii) : Analiz¼am sistemul liniar (6). Fie

A :=

�
a1 b1 c1
a2 b2 c2

�
; �A :=

�
a1 b1 c1 �d1
a2 b2 c2 �d2

�
matricea, respectiv, matricea extins¼a a acestuia. Observ¼am c¼a m¼acar unul din coe�cienţii a1; b1; c1;
respectiv, m¼acar unul din coe�cienţii a2; b2; c2 trebuie s¼a �e nenul (altminteri, cele dou¼a ecuaţii nu
ar reprezenta plane). Prin urmare, întotdeauna avem rangA � 1; iar sistemul (6) se a�¼a într-una
din urm¼atoarele situaţii:
a) Compatibil simplu nedeterminat, dac¼a: rangA = 2, ceea ce este echivalent cu:

�N2 6= � �N1; 8� 2 R , �N1 / �N2:

b) Compatibil dublu nedeterminat, dac¼a: rangA = rang �A = 1; adic¼a au loc propoŗtionalit¼aţile:

a1
a2
=
b1
b2
=
c1
c2
=
d1
d2
; (7)
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(în particular, �N1 k �N2). În acest caz, cele dou¼a ecuaţii ale sistemului se pot obţine una din cealalt¼a
prin ampli�care cu un scalar, adic¼a, sunt echivalente. Geometric, ele reprezint¼a acelaşi plan.
c) Incompatibil, dac¼a rangA = 1; rang �A = 2; adic¼a:

a1
a2
=
b1
b2
=
c1
c2
6= d1
d2
; (8)

(în particular, �N1 k �N2). În acest caz, cele dou¼a ecuaţii reprezint¼a dou¼a plane paralele.
Din cele de mai sus reiese c¼a: �N1 / �N2 , sistemul (6) este compatibil simplu nedeterminat.

B. Dreapta determinat¼a de un punct şi un vector director
O alt¼a modalitate de a descrie o dreapt¼a în spaţiu este de a preciza un punct M(x0; y0; z0) pe

dreapt¼a şi un vector liber �v(l;m; n) paralel cu aceasta (sau, echivalent, conţinut în dreapt¼a), numit
vector director al dreptei.

Un punct arbitrar P (x; y; z) se a�¼a pe dreapt¼a, dac¼a şi numai dac¼a MP (x� x0; y� y0; z � z0) este
coliniar cu �v(l;m; n); adic¼a exist¼a un t 2 R astfel încât:

MP = t�v: (9)

Scriind ultima relaţie2 în coordonate, obţinem ecua̧tiile parametrice ale dreptei:8<: x = x0 + lt
y = y0 +mt
z = z0 + nt

(10)

Eliminând parametrul t din egalit¼aţile (10), obţinem dou¼a ecuaţii independente în x; y; z :

x� x0
l

=
y � y0
m

=
z � z0
n

; (11)

numite ecua̧tiile canonice ale dreptei în spaţiu.
Exemplu: Ecuaţiile axei Ox: Pe (Ox) cunoaştem punctul O(0; 0; 0) şi vectorul �{(1; 0; 0); de

unde rezult¼a
(Ox) :

x� 0
1

=
y � 0
0

=
z � 0
0

= t; t 2 R: (12)

Observa̧tie: Ecuaţiile (11) (ca, de altfel, şi mai sus, (7), (8)) trebuie înţelese ca relaţii de pro-
poŗtionalitate, adic¼a, este admis¼a formal scrierea lui 0 la numitor. Aceasta nu înseamn¼a ca vom
face împ¼aŗtire la 0, ci doar este o scriere mai simpl¼a a faptului c¼a num¼ar¼atorii şi numitorii sunt
propoŗtionali - adic¼a, num¼ar¼atorii respectivi sunt şi ei nuli. În exemplul de mai sus:

(Ox) : x = t; y = 0; z = 0:

Dreapta (Ox) poate � descris¼a şi ca interseçtia planelor (xOy) şi (xOz); adic¼a, (Ox) :
�
y = 0
z = 0

:

2Din (9), observ¼am c¼a P 2 (d), MP aparţine subspaţiului lui E3 generat de vectorul �v; cu alte cuvinte, dreapta
(d) este un subspaţiu a�n 1-dimensional al lui A3:
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3 Unghiuri şi distaņte în spa̧tiul A3
3.1 Unghiuri

1. Unghiul dreptelor (d1) şi (d2) este unghiul cel mai mic dintre direçtiile vectorilor directori
�v1 şi �v2 ai celor dou¼a drepte. Notând acest unghi cu � 2 [0o; 90o]; g¼asim:

cos� =
j�v1 � �v2j
k�v1k � k�v2k

:

2. Unghiul � dintre o dreapt¼a şi un plan este complementul unghiului dintre direçtia
vectorului director �v al dreptei şi cea a normalei �N la plan:

cos(90o � �) = sin� =
���v � �N ��
k�vk �



 �N

 :
3. Unghiul � dintre dou¼a plane este egal cu unghiul cel mai mic dintre direçtiile normalelor

�N1 şi �N2 :

cos� =

�� �N1 � �N2��

 �N1

 � 

 �N2

 :
3.2 Distaņte în spa̧tiu

1. Distanţa dintre dou¼a puncte A şi B nu este altceva decât norma vectorului
��!
AB :

dist(A;B) =



��!AB


 =p(xB � xA)2 + (yB � yA)2 + (zB � zA)2: (13)

2. Distanţa de la un punct M(x0; y0; z0) la o dreapt¼a

(d) :
x� x1
l

=
y � y1
m

=
z � z1
n

este egal¼a cu în¼aļtimea în paralelogramul construit pe MM1 şi �v(l;m; n) (unde M1(x1; y1; z1)
este un punct pe dreapta (d)):

dist(M;d) =



MM1 � �v




k�vk : (14)
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3. Distanţa de la un punct M(x0; y0; z0) la un plan

(�) : ax+ by + cz + d = 0

este dat¼a de

dist(M; (�)) =
jax0 + by0 + cz0 + djp

a2 + b2 + c2
: (15)

4. Distanţa minim¼a dintre dou¼a drepte necoplanare este egal¼a cu în¼aļtimea din M1 în
paralelipipedul construit pe vectorii M1M2; �v1 şi �v2; unde Mi şi �vi sunt puncte, respectiv,
vectori situaţi pe dreptele (di); i = 1; 2 :

dist((d1); (d2)) =

��(M1M2; �v1; �v2)
��

k�v1 � �v2k
: (16)

Exerci̧tiul 1 Scrieţi ecuaţia planului care: trece prin punctul A(1; 2;�1) şi: a) conţine axa Oz; b)
este perpendicular pe planele (�1) : x+ y + 2z = 0 şi (�2) : x� y + 3 = 0; c) este paralel cu planul
(�1); d) face cu axa Oz un unghi de 45o:

Rezolvare: a) Planul c¼autat conţine: punctele A şi O (prin urmare, vectorul OA(1; 2;�1)),
vectorul �k (0; 0; 1) � Oz şi punctul O. Astfel, ecuaţia lui este:������

x� 0 y � 0 z � 0
1 2 �1
0 0 1

������ = 0, 2x� y = 0:

b) Planul c¼autat conţine punctul A şi normalele �N1 (1; 1; 2) şi �N2 (1;�1; 0) la cele dou¼a plane,
conducând la ecuaţia: ������

x� 1 y � 2 z + 1
1 1 2
1 �1 0

������ = 0, x+ y � z � 4 = 0:

c) Planul c¼autat şi (�1) au aceeaşi direçtie normal¼a, dat¼a de �N1 (1; 1; 2) ; astfel, ecuaţia lui este:

1 (x� 1) + 1 (y � 2) + 2 (z + 1) = 0, x+ y + 2z � 1 = 0:
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d) Fie �N (a; b; c) normala la planul (�) c¼autat. Unghiul � = ] (Oz; (�)) este dat de: sin� =�� �N � �k
��

 �N



�k

 = jcjp

a2 + b2 + c2
=

1p
2
, de unde g¼asim: c = �

p
a2 + b2: Prin urmare, avem o in�nitate

de soluţii, (�) : a (x� 1) + b (y � 2)�
p
a2 + b2 (z + 1) = 0:

Exerci̧tiul 2 Scrieţi ecuaţiile urm¼atoarelor drepte: a) dreapta (d) de intersecţie a planelor: (�1) :
x� y = 0 şi (�2) : 2x+ z = 1; b) paralela prin O (0; 0; 0) la (d) :

Rezolvare: a) În primul rând, s¼a observ¼am c¼a planele (�1) şi (�2) se intersecteaz¼a, într-
adev¼ar, dup¼a o dreapt¼a, deoarece normalele lor �N1(1;�1; 0) şi �N2(1; 0; 2) sunt necoliniare. Pentru
a determina dreapta (d) = (�1) \ (�2) ; rezolv¼am sistemul format de cele dou¼a ecuaţii, obţinând
astfel ecuaţiile parametrice (d) : x = t; y = t; z = �2t + 1. Eliminând apoi pe t; g¼asim ecuaţiile

canonice: (d) :
x

1
=
y

1
=
z � 1
�2 :

b) Fie (�) paralela prin O la (d) : Deoarece (�) k (d) ; vectorul director �v (1; 1;�2) al lui (d) este
vector director şi pentru (�) ; aşa încât avem: (�) :

x

1
=
y

1
=

z

�2 :

Exerci̧tiul 3 Determinaţi parametrii � şi � astfel încât dreapta (d) :
x� �
1

=
y

�
=
z

1
s¼a �e

conţinut¼a în planul (�) : x+ y + z = 3:

Rezolvare: Pentru ca dreapta (d) s¼a �e conţinut¼a în planul (�) ; este necesar şi su�cient s¼a
�e îndeplinite condi̧tiile: (i) vectorul director �v (1; �; 1) al lui (d) s¼a �e perpendicular pe normala
�N (1; 1; 1) la plan, adic¼a: �N � �v = 0 , 1 + � + 1 = 0 , � = �2; (ii) punctul M (�; 0; 0) 2 (d) s¼a
apaŗtin¼a lui (�) ; adic¼a: � = 3:

Exerci̧tiul 4 Fie punctul M(2; 3; 4) şi dreapta (d) :
x

1
=
y

1
=
z

1
: Determinaţi: proiecţia lui M pe

(d); simetricul lui M faţ¼a de (d) şi distanţa de la M la (d) :

Rezolvare: Proieçtia M 0 a lui lui M pe (d) este interseçtia dintre dreapta (d) şi planul (�)
perpendicular prin M pe (d) (i.e., planul care trece prin M şi este perpendicular pe vectorul
�v (1; 1; 1) � (d)):

M 0 :

(
(�) : 1 (x� 2) + 1 (y � 3) + 1 (z � 4) = 0
(d) :

x

1
=
y

1
=
z

1
=: t

,
�
x+ y + z = 9
x = t; y = t; z = t

:

Rezolvând sistemul, g¼asim t = 3; respectiv, M 0 (3; 3; 3) : Pentru a determina simetricul M 00 al lui

M faţ¼a de (d) ; ţinem cont c¼a M 0 este mijlocul segmentului MM 00; adic¼a: xM 0 =
xM + xM 00

2
;

yM 0 =
yM + yM 00

2
; zM 0 =

zM + zM 00

2
: Înlocuind coordonatele lui M; respectiv, M 0 în aceste relaţii,

g¼asim M 00 (4; 3; 2). Distanţa de la M la (d) o putem g¼asi în dou¼a moduri, �e ca norma vectorului
MM 0; �e cu ajutorul formulei (14); aplicând prima metod¼a, g¼asim: dist (M; (d)) = kMM 0k =q
(3� 2)2 + (3� 3)2 + (3� 4)2 =

p
2:

Exerci̧tiul 5 Fie punctul M(2; 4; 3) şi planul (�) : x + y + 2z = 0: Determinaţi: proiecţia lui M
pe (�); simetricul lui M faţ¼a de (�) şi distanţa de la M la (�) :
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Rezolvare: Proieçtia M 0 a lui lui M pe (�) este interseçtia dintre planul (�) şi dreapta (�)
perpendicular¼a prin M pe (�) (astfel, un vector director pentru (�) este normala �N (1; 1; 2) a lui
(�)):

M 0 :

(
(�) :

x� 2
1

=
y � 4
1

=
z � 3
2

=: t

(�) : x+ y + 2z = 0
,
�
x = t+ 2; y = t+ 4; z = 2t+ 3
x+ y + 2z = 0

:

Soluţia acestui sistem este t = �2; adic¼a, M 0 (0; 2;�1) : Simetricul M 00 al lui M faţ¼a de (�) îl

g¼asim apoi din relaţiile: xM 0 =
xM + xM 00

2
; yM 0 =

yM + yM 00

2
; zM 0 =

zM + zM 00

2
; care conduc

la: M 00 (�2; 0;�5). Distanţa de la M la (�) o putem g¼asi din nou, în dou¼a moduri, �e ca norma
vectorului MM 0; �e cu ajutorul formulei (15); aplicând oricare din aceste dou¼a metode, obţinem:
dist (M; (�)) = 2

p
6:

Exerci̧tiul 6 Determinaţi: a) dreapta perpendicular¼a pe Oz şi pe (d) :
x� 2
1

=
y + 1

3
=
z

4
şi care

le intersecteaz¼a pe ambele (perpendiculara comun¼a a celor dou¼a drepte); b) dreapta care trece prin
A (1; 2; 3) şi intersecteaz¼a pe Oz şi (d).

Rezolvare: Identi�c¼am mai întâi câte un punct şi un vector pe �ecare din cele dou¼a drepte
date: Oz : O (0; 0; 0) ; �k (0; 0; 1) ; respectiv, (d) :M (2;�1; 0) ; �v (1; 3; 4) : a) Perpendiculara comun¼a

(�1) are ca vector director produsul vectorial �k � �v =

������
�{ �j �k
0 0 1
1 3 4

������ = �3�{ + �j: Mai mult, (�1) se

a�¼a la interseçtia dintre planul (�1) care conţine Oz şi vectorul �k � �v; respectiv, planul (�2) care
conţine pe (d) şi vectorul �k� �v: Astfel: (�1) conţine pe: O (0; 0; 0) ; �k şi �k� �v; iar (�2) conţine pe:
M (2;�1; 0) ; �v; �k � �v; de unde g¼asim:

(�1) :

������
x y z
0 0 1
�3 1 0

������ = 0; (�2) :
������
x� 2 y + 1 z
1 3 4
�3 1 0

������ = 0 ) (d) :

�
(�1) : x+ 3y = 0
(�2) : 2x+ 6y � 5z + 2 = 0

b) Dreapta c¼autat¼a (�2) o g¼asim ca interseçtia dintre planul (�3) care conţine pe A şi pe Oz (adic¼a,
punctul O şi vectorii OA (1; 2; 3) şi �k (0; 0; 1)) şi planul (�4) care conţine pe A şi (d) (adic¼a, punctul
A şi vectorii AM (1;�3;�3) şi �v (1; 3; 4)). Scriind ecuaţiile celor dou¼a plane cu ajutorul formulei
(1), g¼asim:

(�2) :

�
(�3) : �2x+ y = 0
(�4) : 3x+ 7y � 6z + 1 = 0

:

Exerci̧tiul 7 Scrieţi ecuaţiile tuturor planelor: a) paralele cu (�) : ax + by + cz + d = 0; b) care

conţin dreapta (d) :
�
P1 := a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
P2 := a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

(fasciculul de plane care conţin pe (d)).

Rezolvare: a) Planele paralele cu (�) au aceeaşi direçtie normal¼a �N (a; b; c) cu (�) - adic¼a,
aceiaşi coe�cienţi ai lui x; y; z; prin urmare, vor avea ecuaţii de forma: (��) : ax+ by + cz + d = �;
unde � 2 Rn f0g : b) Deoarece (d) este o dreapt¼a, conform Teoremei 2, sistemul P1 = 0; P2 = 0 este
compatibil simplu nedeterminat (cu notaţiile din demonstraţia teoremei: rang (A) = rang

�
�A
�
= 2).

Un alt plan (�) ; dat de ecuaţia P := ax+by+cz+d = 0 conţine pe (d) dac¼a şi numai dac¼a sistemul
obţinut prin ad¼augarea ecuaţiei P = 0 la acesta este tot compatibil nedeterminat (adic¼a, rangul lui
r¼amâne 2). Aceasta se întâmpl¼a dac¼a şi numai dac¼a 9�; � 2 R astfel încât: P = �P1 + �P2:
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1 Conice. De�ni̧tie şi exemple

Prin seçtiune conic¼a (pe scurt, conic¼a), înţelegem o curb¼a plan¼a descris¼a în coordonate carteziene
de o ecuaţie de gradul al doilea:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0; (*)

unde aij 2 R; i; j = 1; 2; 3 şi cel puţin unul din coe�cienţii termenilor de grad doi nu se anuleaz¼a.
Ecuaţia (*) se numeşte ecuaţia general¼a a conicelor. S¼a vedem, în continuare, câteva exemple.

1.1 Elipsa

Elipsa este de�nita ca muļtimea punctelor M din plan cu proprietatea ca suma distanţelor lui M
la dou¼a puncte �xe F; F 0; numite focare, este o constant¼a 2a:

FM

+ 

F 0M

 = 2a: (1)

Pentru a deduce ecuaţia elipsei, vom alege reperul fO;�{; �jg în mod cât mai convenabil, şi anume:
vom alege drept ax¼a Ox dreapta FF 0; orientat¼a de la F 0 c¼atre F; iar originea O o vom alege ca
�ind mijlocul segmentului FF 0. Astfel, vom avea: F (c; 0); F (�c; 0); unde c > 0 este o constant¼a.
Observa̧tie: Din inegalitatea triunghiului deducem c¼a, pentru a avea soluţii, M; este necesar

ca a � c; mai mult, cazul când a = c este trivial (în acest caz,


FM

 + 

F 0M

 = 

FF 0

 ; iar M

va apaŗtine dreptei FF 0), aşa încât vom considera în continuare a > c:

Fie M(x; y) un punct mobil pe elips¼a. Avem:


FM

 =

q
(x� c)2 + y2;



F 0M

 =q
(x+ c)

2
+ y2; iar relaţia (1) devine:q

(x� c)2 + y2 = 2a�
q
(x+ c)

2
+ y2:

Ridicând la p¼atrat ambii membri şi dezvoltând binoamele la p¼atrat, g¼asim:

�2cx = 4a2 � 4a
p
c2 + 2cx+ x2 + y2 + 2cx ) cx+ a2 = a

p
c2 + 2cx+ x2 + y2:

Ridicând din nou la p¼atrat, ultima egalitate se rescrie: (a2 � c2)x2 + a2y2 = a2(a2 � c2): Deoarece
a > c; avem: a2 � c2 > 0, ceea ce ne d¼a dreptul s¼a not¼am: b2 := a2 � c2: Împ¼aŗtind egalitatea de
mai sus prin a2b2; obţinem:

Propozi̧tia 1 (Ecuaţia canonic¼a a elipsei): Pentru orice elips¼a, exist¼a un reper cartezian în
plan, în care ecuaţia acesteia are forma:

x2

a2
+
y2

b2
= 1: (2)

­4 ­2 2 4

­2

2

x

y

elipsa cu a = 3; b = 2
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Numerele a şi b poart¼a numele de semiaxa mare, respectiv, semiaxa mic¼a a elipsei. Focarele F (c; 0);
F 0(�c; 0) se a�¼a pe axa Ox; având abscisele date de:

c =
p
a2 � b2:

Observa̧tii:

1. Pentru a = b = R, obţinem cercul de centru O(0; 0) şi raz¼a R : x2 + y2 = R2:

2. Dac¼a a < b; atunci focarele sunt pe axa Oy; mai precis: F (0; c); F 0(0;�c); cu c =
p
b2 � a2:

3. Elipsa nu poate � descris¼a ca �ind gra�cul unei funçtii y = f(x): Motivul este faptul c¼a o
dreapt¼a vertical¼a x = x0 nu poate intersecta gra�cul unei funçtii în dou¼a puncte (deoarece
aceasta ar însemna ca f(x0) s¼a aib¼a dou¼a valori distincte). Ea este reuniunea gra�celor a

dou¼a funçtii f1;2 : (�a; a)! R, f1(x) =
b

a

p
a2 � x2 > 0; f2(x) = �

b

a

p
a2 � x2 < 0:

1.2 Hiperbola

Hiperbola este de�nit¼a ca locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea c¼a modulul
diferenţei distanţelor lui M la dou¼a puncte �xe F; F 0 este o constant¼a 2a:���

MF

� 


MF 0


��� = 2a;
Alegând reperul xOy ca mai sus, adic¼a, axa Ox ca �ind dreapta FF 0 orientat¼a de la F 0 c¼atre

F , iar O; mijlocul segmentului FF 0; avem, din nou, F (c; 0); F 0(�c; 0); printr-un calcul asem¼an¼ator
cu cel din cazul elipsei, obţinem:

Propozi̧tia 2 (Ecuaţia canonic¼a a hiperbolei): Pentru orice hiperbol¼a, exist¼a un reper
cartezian în care ecuaţia acesteia are forma canonic¼a:

x2

a2
� y

2

b2
� 1 = 0; (3)

unde b > 0 este de�nit de relaţia: c =
p
a2 + b2:

Numerele a şi b poart¼a numele de semiaxele hiperbolei.

Observa̧tii:

1. Hiperbola admite dou¼a asimptote, de ecuaţii:

(a1) : y =
b

a
x; (a2) : y = �

b

a
x: (4)

2. Curba plan¼a
y2

b2
� x2

a2
� 1 = 0 este tot o hiperbol¼a cu semiaxele a; b şi focarele

F (0; c); F 0(0;�c) 2 Oy; numit¼a hiperbola conjugat¼a lui (3).
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­4

­2

2

4

x

y

hiperbola
x2

9
� y

2

4
� 1 = 0

­6 ­4 ­2 2 4 6

­4

­2

2

4

x

y

hiperbola �x
2

9
+
y2

4
� 1 = 0

1.3 Parabola

Parabola se de�neşte ca locul geometric al punctelor M din plan cu proprietatea c¼a distanţele lui
M la un punct �x, numit focar şi o dreapt¼a �x¼a, numit¼a directoare, sunt egale.
Pentru a deduce ecuaţia canonic¼a a parabolei, not¼am cu F focarul şi cu (d) directoarea acesteia.

Alegând ca ax¼a Ox perpendiculara prin F pe (d) şi ca origine, mijlocul segmentului determinat de

F şi proieçtia sa pe (d); obţinem: F (
p

2
; 0); (d) : x = �p

2
; unde p > 0:

Fie M(x; y) un punct mobil pe parabol¼a. De�ni̧tia acesteia e echivalent¼a cu:

FM

 = dist(M;d):
Îns¼a, dist(M;d) =

���x+ p
2

��� ; adic¼a: r(x� p
2
)2 + y2 =

���x+ p
2

��� : Ridicând ambii membri la p¼atrat şi
reducând termenii asemenea, obţinem:

Propozi̧tia 3 (Ecuaţia canonic¼a a parabolei): Pentru orice parabol¼a, exist¼a un reper cartezian
în care ecuaţia acesteia are forma

y2 = 2px:

Punctul O(0; 0) se numeşte vârful parabolei, iar Ox; axa sa de simetrie.
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2 Reducerea la forma canonic¼a a ecua̧tiilor conicelor

În cele ce urmeaz¼a, vom ar¼ata c¼a o ecuaţie de grad 2 în x şi y poate descrie geometric doar: o
elips¼a, o hiperbol¼a, o parabol¼a, una dintre conicele degenerate ( o pereche de drepte, o dreapt¼a sau
un punct), sau muļtimea vid¼a1 . Mai precis, vom demonstra:

Teorema 4 (Clasi�carea izometric¼a a conicelor): Fiind dat¼a o conic¼a arbitrar¼a:

(�) : a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0; (*)

într-un reper cartezian R = fO;�{; �jg exist¼a o rototranslaţie R 7! R0 := fO0;�{0; �j0g a reperului astfel
încât, în noile coordonate (x0; y0) ; ecuaţia conicei devine una din urm¼atoarele:

1. Elipsa
x02

a2
+
y02

b2
= 1 5. Punct dublu

x02

a2
+
y02

b2
= 0

2. Hiperbola
x02

a2
� y

02

b2
= 1 6. Reuniunea a dou¼a drepte concurente

x02

a2
� y

02

b2
= 0

3. Parabola y02 = 2px0 7. Reuniunea a dou¼a drepte paralele y02 = 1

4. Mulţimea vid¼a
x02

a2
+
y02

b2
+ 1 = 0 8. Dreapt¼a dubl¼a y02 = 0

9. Mulţimea vid¼a y02 = �1
sau una din ecuaţiile obţinute din 1.-9. prin interschimbarea lui x0 cu y0; acestea poart¼a numele

de ecuaţiile reduse sau canonice ale conicelor.

Înainte de a demonstra Teorema 4, s¼a justi�c¼am interpretarea geometric¼a a ecuaţiilor 5.-8.:
Ecuaţia 5. este echivalent¼a cu x0 = 0; y0 = 0; altfel spus, ea reprezint¼a punctul

O0 (x0 = 0; y0 = 0) : Numele de punct dublu povine din faptul c¼a x0 = 0; y0 = 0 este o r¼ad¼acin¼a
dubl¼a a ecuaţiei.

Ecuaţia 6. este echivalent¼a cu
�
x0

a
+
y0

b

��
x0

a
� y

0

b

�
= 0; adic¼a, cu:

x0

a
+
y0

b
= 0 sau

x0

a
� y

0

b
= 0: (5)

Prin urmare, un punct P (x0; y0) apaŗtine conicei 6. dac¼a şi numai dac¼a se a�¼a pe dreapta (d1) :
x0

a
+
y0

b
= 0 sau pe dreapta (d2) :

x0

a
� y0

b
= 0; adic¼a, P 2 (d1) [ (d2). Similar, conica 7. este

reuniunea dreptelor paralele y0 = 1 şi y0 = �1. Ecuaţia 8. reprezint¼a ecuaţia axei O0x0.

Demonstra̧tia Teoremei 4: Pentru a reduce ecuaţia general¼a (*) la una din ecuaţiile canonice,
vom proceda în doi paşi:

1. Elimin¼am (dac¼a exist¼a) termenul în xy; vom vedea c¼a acest lucru este întotdeanua posibil
printr-o schimbare de baze (mai precis, o rotaţie) fO;�{; �jg 7! fO;�{0; �j0g :

2. În ecuaţia obţinut¼a la punctul 1 elimin¼am (pe cât posibil), termenii de gradul 1, cu ajutorul
unei translaţii fO;�{0; �j0g 7! fO0;�{0; �j0g a reperului într-un punct O0 convenabil ales.

1Numele de (secţiune) conic¼a provine din faptul c¼a toate aceste curbe (cu excepţia reuniunii a dou¼a drepte
paralele) pot � obţinute prin intersecţia unui con circular drept cu plane.
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Pasul 1: Eliminarea termenului în xy: Presupunem2 a12 6= 0 şi consider¼am forma p¼atratic¼a
h : R2 ! R; h(x; y) := a11x2 + 2a12xy + a22y2 (ce conţine termenii de grad 2 din ecuaţia lui (�)).
În scriere matricial¼a:

A =

�
a11 a12
a12 a22

�
; X =

�
x
y

�
) h (X) = XtAX: (6)

Eliminarea termenului în xy este echivalent¼a cu reducerea lui h la forma canonic¼a h = �1ex2+�2ey2,
adic¼a, cu diagonalizarea matricii A; deoarece A 2M2 (R) este o matrice simetric¼a, ştim din Algebra
liniar¼a c¼a acest lucru este întotdeauna posibil, prin metoda transform¼arilor ortogonale:

� Numerele �1; �2 2 R sunt valorile proprii ale lui A; adic¼a, soluţiile ecuaţiei caracteristice:

det (A� �I2) = 0, �2 � tr (A)�+ detA = 0: (7)

În ipoteza noastr¼a a12 6= 0; valorile proprii �1; �2 sunt întotdeauna distincte; într-adev¼ar,
presupunând �1 = �2; ar trebui ca discriminantul � al ecuaţiei (7) s¼a �e 0; adic¼a: � =

(a11 + a22)
2 � 4

�
a11a22 � a212

�
= (a11 � a22)2 + 4a212 = 0; ceea ce implic¼a a12 = 0, în con-

tradiçtie cu ipoteza. În particular, multiplicitatea lui �1 şi �2 este m�i = m�2 = 1.

� Deoarece �1 6= �2; subspaţiile proprii S�i = fX j AX = �iXg ; i = 1; 2; sunt ortogonale,
adic¼a, S�2 este complementul ortogonal al lui S�1 în spaţiul vectorial euclidian E2. Mai mult,
deoarece 0 < dimS�i � m�i = 1; g¼asim c¼a dimS�i = 1; i = 1; 2. Prin urmare, o baz¼a
ortonormat¼a diagonal¼a B0 = f�{0; �j0g pentru A o obţinem alegând câte un vector de lungime 1
arbitrar în S�1 ; respectiv, în S�2 :

� Fie �v 2 S�1nf0g arbitrar şi �{0 :=
�v

k�vk versorul s¼au. Egalitatea k�{
0k = 1 implic¼a existenţa unui

� 2 [0; 2�) astfel încât:
�{0 = cos��{+ sin��j:

De�nind apoi �j0 := � sin��{ + cos��j; observ¼am c¼a �j0 � �{0 = 0; adic¼a, �j0 ? �{0; de unde rezult¼a
c¼a �j0 2 S�2 ; mai mult, ţinând cont c¼a k�j0k = 1, obţinem c¼a B0 = f�{0; �j0g reprezint¼a o baz¼a
diagonal¼a ortonormat¼a pentru A:

� Matricea de schimbare a bazelor:

S =

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
(8)

este interpretat¼a geometric ca matricea unei rotaţii de unghi � a axelor de coordonate (şi
veri�c¼a relaţiile: detS = 1; S�1 = St). Notând cu (ex; ey) coordonatele în noul reper cartezian
fO;�{0; �j0g ; şi cu eX = (ex; ey)t şi înlocuind pe (x; y) din relaţia X = S eX în ecuaţia lui (�) ;
aceasta se va rescrie sub forma:

(�) : �1ex2 + �2ey2 + 2a013ex+ 2a023ey + a033 = 0; (9)

unde expresiile exacte ale lui a013; a
0
23; a

0
33 2 R (ce nu le list¼am aici explicit) pot � determinate

prin calcul direct.

Convenţie: Numerotarea standard a valorilor proprii �1; �2 este astfel încât semnul lui �1��2
s¼a coincid¼a cu semnul lui a12:

2Dac¼a a12 = 0; trecem direct la Pasul 2.
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Pasul 2: Eliminarea termenilor de grad 1. Pentru aceasta, vom încerca s¼a grup¼am în (9)
binoame de forma:

x0 := ex� ex0; y0 = ey � ex0; (10)

(cu x0; y0 2 R constante), la p¼atrat. Ecuaţiile (10) reprezint¼a o translaţie a reperului în punctul
O0(ex = ex0; ey = ey0):
� Cazul 1 (conice cu centru): �1; �2 6= 0. Foŗt¼am pe �1; �2 în factor:

(�) : �1

�
(ex)2 + 2a013

�1
ex+ (a013

�1
)2
�
+�2

�
(ey)2 + 2a023

�2
ey + (a023

�2
)2
�
+

"
a033 �

(a013)
2

�1
� (a

0
23)

2

�2

#
= 0;

ceea ce ne permite s¼a rescriem ecuaţia (9) ca: (�) : �1

�ex+ a013
�1

�2
+�2

�ey + a023
�2

�2
+a0033 = 0;

unde: a0033 = a
0
33 �

(a013)
2

�1
� (a

0
23)

2

�2
: Astfel, prin translaţia

x0 := ex+ a013
�1
; y0 = ey + a023

�2
; (11)

a reperului în O0(ex0 = �a013
�1
; ey0 = �a023

�2
) (numit centrul conicei), ecuaţia lui (�) se rescrie:

�1 (x
0)
2
+ �2 (y

0)
2
+ a0033 = 0: (12)

Dup¼a o eventual¼a împ¼aŗtire cu �a0033 (dac¼a a0033 6= 0), egalitatea (12) devine una din ecuaţiile
1.,2.,4., 5. sau 6.

� Cazul 2 (conice f¼ar¼a centru): �1 = 0; �2 6= 0: Ecuaţia lui (�) este, în acest caz,

(�) : �2 (ey)2 + 2a013ex+ 2a023ey + a033 = 0: (13)

În acest caz, nu putem grupa un binom x0 = ex� x00 la p¼atrat.
�Dac¼a a013 6= 0; atunci, putem totuşi obţine un astfel de binom la puterea 1:

(�) : �2

�
(ey)2 + 2a023

�2
ey + (a023

�2
)2
�
+ 2a013ex+ a033 � (a023)2�2

= 0, (14)

(�) : �2

�ey + a023
�2

�2
+ 2a013

"ex+ a033
2a013

� (a023)
2

2a013�2

#
= 0: (15)

În urma translaţiei reperului în punctul O0
 ex = � a033

2a013
+
(a023)

2

2a013�2
; ey = �a023

�2

!
:

x0 = ex+ a033
2a013

� (a023)
2

2a013�2
; y0 = ey + a023

�2
; (16)

ecuaţia lui (�) devine ecuaţia 3. a unei parabole cu vârful O0:

�2 (y
0)
2
+ 2a013x

0 = 0: (17)
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�Dac¼a a013 = 0; atunci, ex este absent din ecuaţia lui (�) :
(�) : �2

�ey + a023
�2

�2
+ a033 �

(a023)
2

�2
= 0; (18)

iar prin translaţia: x0 = ex; y0 = ey + a023
�2

în O0(ex = 0; ey = �a023
�2
) a reperului, ecuaţia

conicei se rescrie
(�) : �2 (y

0)
2
+ a0033 = 0;

unde: a0033 = a
0
33 �

(a023)
2

�2
: Aceasta reprezint¼a una din ecuaţiile 7., 8. sau 9.

Cazul când �2 = 0; �1 6= 0 este complet similar, în acest caz, obţinem aceleaşi ecuaţii (3., 7., 8.,
9.), doar cu rolurile lui x0 şi y0 interschimbate, iar situaţia �1 = �2 = 0 nu este posibil¼a, deoarece
în acest caz, am avea A = 0; adic¼a (�) nu ar mai � o conic¼a.

3 Exerci̧tii

Exerci̧tiul 1 Ar¼ataţi c¼a tangentele într-un punct M(x0; y0) al conicelor de mai jos au ecuaţiile

obţinute prin "dedublarea" ecuaţilor lor (i.e., înlocuind x2 7! xx0; y
2 7! yy0; x 7!

x+ x0
2

):

conica dreapta tangent¼a

(E) :
x2

a2
+
y2

b2
= 1

xx0
a2

+
yy0
b2

= 1

(H) :
x2

a2
� y

2

b2
= 1

xx0
a2

� yy0
b2

= 1:

(P ) : y2 = 2px yy0 = p (x+ x0)

Rezolvare: (i) Ar¼at¼am c¼a (d) :
xx0
a2

+
yy0
b2

= 1 coincide cu tangenta (tg) în M la (E) : Pe de o

parte, ipoteza M(x0; y0) 2 (E),
x20
a2
+
y20
b2
= 1 implic¼a faptul c¼a M 2 (d) : Pe de alt¼a parte, panta

tangentei o obţinem explicitând pe y = f (x) din ecuaţia elipsei, apoi calculând mtg = f 0 (x0) ;
aceasta se poate face cu ajutorul Teoremei funçtiilor implicite:

F (x; y) :=
x2

a2
� y

2

b2
� 1) f 0 (x0) = �

F 0x
F 0y
(x0; y0) =

b2x0
a2y0

;

(alternativ: calculând f (x) = � b
a

p
a2 � x2; apoi derivând pe f şi folosind M(x0; y0) 2 (E)) y0 =

� b
a

p
a2 � x20 pentru a elimina radicalul). Observ¼am c¼a mtg =

b2x0
a2y0

= md; deoarece (d) şi (tg) au

în comun punctul M , obţinem c¼a (tg) = (d) : (ii) şi (iii) se rezolv¼a similar.

Exerci̧tiul 2 Ar¼ataţi c¼a hiperbola
x2

a2
� y

2

b2
= 1 are asimptotele (a1) : y =

b

a
x; (a2) : y = �

b

a
x.
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Rezolvare: Explicitând pe y = � b
a

p
x2 � a2 din ecuaţia hiperbolei, observ¼am c¼a aceasta

este reuniunea gra�celor a dou¼a funçtii f1;2 : (�1;�a] [ [a;1); f1 (x) =
b

a

p
x2 � a2; f2 (x) =

� b
a

p
x2 � a2: Gra�cele acestor funçtii admit ambele asimptote oblice (a) : y = mx+n atât la +1;

cât şi la �1, unde m = lim
x!�1

fi (x)

x
; n = lim

x!�1
(fi (x)�mix) ; i = 1; 2: Înlocuind pe rând, valorile

lui f1 şi f2 şi, respectiv, x!1; x! �1; g¼asim m = � b
a
; n = 0; adic¼a, ecuaţiile lui (a1) şi (a2) :

Exerci̧tiul 3 Fie (P ) o parabol¼a cu focarul F: Ar¼ataţi c¼a, pentru orice punct M 2 (P ) ; unghiul
dintre tangenta la (P ) în M şi MF este egal cu unghiul dintre aceast¼a tangent¼a şi paralela prin M
la axa de simetrie a lui (P ) :

Not¼a: Proprietatea de mai sus se numeşte proprietatea optic¼a a parabolei şi este interpre-
tat¼a �zic astfel: Orice raz¼a paralel¼a cu axa de simetrie a parabolei este re�ectat¼a prin focar.

Rezolvare: Fie (P ) : y2 = 2px parabola cu focarul F
�p
2
; 0
�
2 Ox şi M (x0; y0) 2 (P ) arbitrar:

Unghurile � = ] ((tg) ;MF ) şi �0 = ] ((d) ; (tg)) au tangentele: tg� =
mMF �mtg

1 +mMFmtg
; tg�0 =

mtg �md

1 +mtgmd
; unde: dreapta tangent¼a (tg) : yy0 = p (x+ x0) are panta mtg =

p

y0
; (d) este paralela

la axa de simetrie Ox prin M (şi are astfel, panta md = 0) iar pentru dreapta MF; g¼asim mMF =
yF � yM
xF � xM

=
�y0
p

2
� x0

: Înlocuind valorile lui mMF ;mtg şi md în tg�; tg�0 şi ţinând cont c¼a y20 = 2px0;

obţinem: tg� = tg�0 =
p

y0
; de unde rezult¼a � = �0:

Exerci̧tiul 4 Fie conica (�) : 4xy � 3y2 + 4x � 14y � 7 = 0: a) Reduceţi ecuaţia lui (�) la forma
canonic¼a, recunoaşteţi şi desenaţi conica. b) Determinaţi centrul, axele şi asimptotele lui (�) :

a) Pasul1. Matricea formei p¼atratice h (x; y) = 4xy�3y2 asociate lui (�) este A =
�
0 2
2 �3

�
:

Ecuaţia caracteristic¼a: det (A� �I2) = 0, �2+3��4 = 0; are r¼ad¼acinile �1 = 1; �2 = �4. Vectorii
proprii corespunz¼atori lui �1 = 1 sunt daţi de ecuaţia matricial¼a AX = 1X (unde X = (x; y)

t),
ceea ce conduce la: S�1 = f(2�; �) j � 2 Rg : O baz¼a în S�1 este. astfel, �v = (2; 1) ; iar o baz¼a
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ortonormat¼a în S�1 este dat¼a de �{
0 =

�v

k�vk ) �{0 =

�
2p
5
;
1p
5

�
; de unde deducem: cos� =

2p
5
;

sin� =
1p
5
: Matricea de schimbare de baze este dat¼a de ecuaţia (8), de unde g¼asim:

S =

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
=

0B@
2p
5

� 1p
5

1p
5

2p
5

1CA X=S eX)

8><>:
x =

1p
5
(2ex� ey)

y =
1p
5
(ex+ 2ey) : (19)

Înlocuind aceste valori în ecuaţia lui (�) ; obţinem: (�) : ex2 � 6p
5
ex� 4ey2 � 32p

5
ey � 7 = 0:

Pasul 2. Form¼am binoame la p¼atrat în ecuaţia lui (�):�ex2 � 6p
5
ex+ 9

5

�
� 4

�ey2 + 8p
5
ey + 16

5

�
+ 4 = 0 , (�) : x02 � 4y02 + 4 = 0;

unde x0 := ex � 3p
5
; y0 = ey + 4p

5
: Conica este o hiperbol¼a cu a = 1; b =

1

2
şi centrul

O0
�ex0 = 3p

5
; ey0 = � 4p

5

�
:

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

O'

O
x

y

x'

y'

b) Metoda 1: Centrul O0 al conicei are coordonatele ex0 = 3p
5
; ey0 = � 4p

5
; înlocuind pe ex0

şi ey0 în (19), obţinem: O0 (x0 = 2; y0 = �1) : Axele conicei sunt O0x0 : y0 = 0 , ey = � 4p
5
şi

O0y0 : x0 = 0 , ex = 3p
5
: Apoi, folosind transformarea invers¼a lui (19), adic¼a: eX = S�1X =

StX , ex = 1p
5
(2x+ y) ; ey = 1p

5
(�x+ 2y) şi înlocuind în ecuaţiile lui O0x0, respectiv, O0y0;

g¼asim: O0x0 : x� 2y� 4 = 0; O0y0 : 2x+ y� 3 = 0: Procedând similar, ecuaţiile asimptotelor: (a1) :
y0 =

1

2
x0; (a2) : y

0 = �1
2
x0 devin, în coordonatele (x; y): (a1) : 4x� 3y � 11 = 0; (a2) : y +

2

5
= 0:

Metoda 2: Centrul O0 (x0; y0) se poate g¼asi direct şi din ecuaţia general¼a (*) a unei conice,

coordonatele lui �ind date de sistemul: O0 :
�
a11x+ a12y + a13 = 0
a12x+ a22y + a23 = 0

: Axele sunt dreptele care

trec prin O0; de pante m1;2 date de: a12m2 + (a11 � a22)m� a12 = 0; iar asimptotele sunt dreptele
prin O0; cu pantele date de ecuaţia a22m2 + 2a12m+ a11 = 0:
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Metoda Divide-et-Impera

Conceptele tehnicii
Metoda Divide-et-Impera este o tehnică algoritmică fundamentală care pre-
supune împărțirea unei probleme complexe în subprobleme mai mici, rezolvarea
acestora independent și combinarea soluțiilor pentru a obține soluția problemei
inițiale. Această metodă este utilizată pe scară largă datorită eficienței sale în
reducerea complexității problemelor.

Pașii principali ai metodei sunt:

1. Divide: Împărțirea problemei în una sau mai multe subprobleme mai
mici.

2. Solve: Rezolvarea subproblemelor, de obicei recursiv.

3. Combine: Combinarea soluțiilor subproblemelor pentru a obține soluția
finală.

1 Algoritmul Quicksort
Quicksort este un algoritm de sortare eficient care folosește metoda Divide-et-
Impera.

Pseudocod

Algorithm 1 Algoritmul Quicksort
1: procedure Quicksort(A, low, high)
2: if low < high then
3: pivot← Partition(A, low, high)
4: Quicksort(A, low, pivot− 1)
5: Quicksort(A, pivot+ 1, high)
6: end if
7: end procedure

1



Algorithm 2 Funcția Partition pentru Quicksort
1: function Partition(A, low, high)
2: pivot← A[high]
3: i← low − 1
4: for j ← low to high− 1 do
5: if A[j] ≤ pivot then
6: i← i+ 1
7: swap (A[i], A[j])
8: end if
9: end for

10: swap (A[i+ 1], A[high])
11: return i+ 1
12: end function

Analiza complexității
Complexitatea algoritmului Quicksort depinde de alegerea pivotului:

• Cazul mediu: O(n log n)

• Cazul cel mai bun: O(n log n) (pivotul împarte lista în mod egal)

• Cazul cel mai rău: O(n2) (pivotul este mereu cel mai mic sau cel mai
mare element)

2 Algoritmul Mergesort
Mergesort este un algoritm de sortare stabil care folosește metoda Divide-et-
Impera.

Pseudocod

Algorithm 3 Algoritmul Mergesort
1: procedure Mergesort(A)
2: if length(A) > 1 then
3: mid← ⌊length(A)/2⌋
4: L← A[0 : mid] ▷ copie a șirului A de la 0 la mid
5: R← A[mid : length(A)] ▷ copie a șirului A de la mid la length(A)
6: Mergesort(L)
7: Mergesort(R)
8: Merge(A,L,R)
9: end if

10: end procedure
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Algorithm 4 Procedura Merge pentru Mergesort
1: procedure Merge(A,L,R)
2: i← 0, j ← 0, k ← 0
3: while i < length(L) and j < length(R) do
4: if L[i] ≤ R[j] then
5: A[k]← L[i]
6: i← i+ 1
7: else
8: A[k]← R[j]
9: j ← j + 1

10: end if
11: k ← k + 1
12: end while
13: while i < length(L) do
14: A[k]← L[i]
15: i← i+ 1
16: k ← k + 1
17: end while
18: while j < length(R) do
19: A[k]← R[j]
20: j ← j + 1
21: k ← k + 1
22: end while
23: end procedure
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Analiza complexității
Complexitatea algoritmului Mergesort este:

• Cazul mediu și cel mai bun: O(n log n)

• Cazul cel mai rău: O(n log n)

• Spațiu suplimentar: O(n) (pentru array-urile temporare)

3 Algoritmul Căutării Binare
Căutarea binară este un algoritm eficient pentru găsirea unui element într-o
listă sortată.

Pseudocod

Algorithm 5 Algoritmul Căutării Binare
1: function BinarySearch(A, target)
2: low ← 0
3: high← length(A)− 1
4: while low ≤ high do
5: mid← ⌊(low + high)/2⌋
6: if A[mid] = target then
7: return mid
8: else if A[mid] < target then
9: low ← mid+ 1

10: else
11: high← mid− 1
12: end if
13: end while
14: return −1 ▷ Elementul nu a fost găsit
15: end function

Analiza complexității
Complexitatea algoritmului Căutării Binare este:

• Cazul mediu și cel mai bun: O(log n)

• Cazul cel mai rău: O(log n)

• Condiție: Lista trebuie să fie sortată înainte de căutare
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Heap. Coadă de priorităt, i

1 Heap

Definit, ie: Un heap binar este un arbore binar complet - fiecare nod intern are exact
doi descendent, i, cu except, ia eventual a ultimului nod intern de pe penultimul nivel, iar
frunzele se află doar pe ultimele două niveluri, frunzele de pe ultimul nivel sunt ordonate
de la stânga spre dreapta - memorat cu ajutorul unui tablou unidimensional (vector)
- array. În plus există o ordonare a cheilor ı̂ntr-un heap binar, determinată de tipul
heap-ului.

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

H:

Figura 1: Exemplu de heap-max

1. Max-heap: informat, ia din fiecare nod este mai mare decât informat, ia din oricare
descendent al său. Maximul din heap se află ı̂n rădăcină (fig. 1).

2. Min-heap: informat, ia din fiecare nod este mai mică decât informat, ia din oricare
descendent al său. Minimul din heap se află ı̂n rădăcină.

Pentru implementare se poate utiliza structura heap H ı̂n care size - numărul de chei
din Heap. Rădăcina heap-ului se află pe prima pozit, ie a heapului H[0] . Pentru fiecare
nod aflat pe pozit, ia i:

• Părintele se află pe pozit, ia (i− 1)/2.

• Fiul stâng se află pe pozit, ia 2 ∗ i+ 1.

• Fiul drept se află pe pozit, ia 2 ∗ i+ 2.
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Figura 2: Funct, ia MAX HEAP pornes,te ı̂n acest exemplu de la nodul i marcat cu ros,u
ı̂n fig. (I). Cei doi subarbori ai săi sunt heap-max. Funct, ia are două apeluri recursive,
ilustrate ı̂n etapele (II) s, i (III).

Observat, ii:

• În cazul ı̂n care se ı̂ncepe ı̂n vectorul care stochează elementele heap-ului cu indicii
de la 1, relat, iile de mai sus se schimbă, s, i anume:

– Părintele se află pe pozit, ia i/2.

– Fiul stâng se află pe pozit, ia 2 ∗ i.
– Fiul drept se află pe pozit, ia 2 ∗ i+ 1.

• Înălt, imea arborelui care reprezintă heap-ul este log2 n unde n = H.size este numărul
de noduri din heap.

• Complexitatea operat, iilor de bază este proport, ională cu ı̂nălt, imea arborelui, adică
O(log2 n).

Construct, ia unui heap - max

Considerând un vector de elemente, pentru transformarea acestuia ı̂ntr-un heap-max
sunt necesare două etape, reprezentate prin funct, iile:

• MAX HEAP(H, i): ı̂n care H heap cu H.size elemente s, i i indicele din vector
a nodului de la se ı̂ncepe. Premiza este aceea că subarborii nodului i sunt heap-
max s, i doar informat, ia din nodul i strică eventual această proprietate. Funct, ia
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MAX HEAP reface proprietatea de heap-max. Această funct, ie se ı̂ntâlnes,te ı̂n
literatură s, i sub denumirea Sift-Down.

• CONSTR HEAP(H): pe baza funct, iei MAX HEAP se construies,te heap-ul.

Algoritm: MAX-HEAP

Intrare: Un heap H cu numărul de elemente size, pozit, ia i
st← 2 ∗ i+ 1
dr ← 2 ∗ i+ 2
imax = i
daca st < H.size si H[st] > H[imax] atunci

imax = st
sfarsit daca
daca dr < H.size si H[dr] > H[imax] atunci

imax = dr
sfarsit daca
daca imax ̸= i atunci

H[i]↔ H[imax]
MAX-HEAP(H, imax)

sfarsit daca
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Figura 3: Funct, ia CONSTR HEAP pornes,te ı̂n acest exemplu de la nodul de pe pozit, ia a
5-a ı̂n heap-ul H, primul nod din dreapta vectorului ce are descendent, i. Apoi se continuă
cu nodurile de pozit, iile 4 s, i 3.
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În figurile 3 s, i 4 este ilustrată funct, ionarea acestui algoritm.

Complexitate: Algoritmul pornes,te de la nodul i s, i ajunge ı̂n cel mai defavorabil caz
la o frunză, deci complexitatea depinde de ı̂nălt, imea arborelui care este h = log2n. Deci
T (n) = O(log2n).
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Figura 4: Funct, ia MAX HEAP continuă de la pozit, ia 2, la care ı̂nsă nu sunt necesare
modificări. Nodul cu cheia 11 satisface proprietatea de max-heap relativ la descendent, ii
săi, astfel ca se trece la nodul de pe pozit, ia 1. În final se obt, ine un heap-max.

Se observă faptul că frunzele sunt heap-max. Atunci e suficient să pornim de la
primul nod intern - pornind de la dreapta heap-ului H, adică primul care are cel put, in
un descendent. Nodul respectiv se află pe pozit, ia H.size/2− 1, iar copiii săi sunt frunze,
deci heap-max. Se aplică funct, ia de MAX HEAP pentru nodul H.size/2 − 1, după care
se trece la nodul precedent din vector s, i as,a mai departe, până la rădăcină.

Algoritm: CONSTR HEAP

Intrare: Un heap H cu size elemente
pentru i = size/2− 1, 0,−1 executa

MAX-HEAP(H, i)
sfarsit for

În figura 4 este ilustrat procedeul de construct, ie a unui heap max.

Complexitate: fiecare apel al funct, iei MAX HEAP are complexitatea O(log2 n).
CONSTR HEAP efectuează O(n) altfel de apeluri. Deci T (n), unde prin T am notat

complexitatea, pentru funct, ia CONSTR HEAP este mărginită superior de n log2 n. Se
demonstrează ı̂n literatură faptul că funct, ia are complexitate liniară, adică T (n) = O(n),
n = H.size .
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2 Algoritmul de sortare HeapSort
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Figura 5: Algoritmul Heapsort.

Se observă faptul că ı̂ntr-un heap-max elementul maxim este plasat ı̂n rădăcina arbo-
relui corespunzător, deci pe prima pozit, ie din vectorul date. În vectorul sortat crescător,
elementul maxim trebuie să se afle pe ultima pozit, ie. Astfel vectorul poate fi sortat prin
următorul algoritm: se interschimbă primul element din vectorul heap-ului cu ultimul. Se
reduce dimensiunea heap-ului, apoi se reface proprietatea de heap-max aplicând funct, ia
MAX HEAP ı̂ncepând din vârful heap-ului. Procedura se reia pentru acest heap redus.

Algoritm: Heapsort

Intrare: Un vector v cu n
Construies,te heap-ul H cu funct, ia BUILD-MAX-HEAP
size← n
pentru i = n− 1, 1,−1 executa

H[i]↔ H[0]
H.size← H.size− 1
Max-Heapfy(H, 0)

sfarsit for

În figurile 5 s, i 6 este ilustrată funct, ionarea algoritmului Heapsort.

Complexitate:

• apelul funct, iei CONSTR HEAP este O(n)

• apelul pentru MAX HEAP este O(log2 n)
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Figura 6: Algoritmul Heapsort.

• funct, ia MAX HEAP se apelează de n− 1 ori

Rezultă T (n) = O(n log2 n).

3 Coadă de priorităt, i

Definit, ie: O coadă de prioritate este o structură de date utilizată pentru păstrarea
unei mult, imi dinamice de date S ı̂n care fiecărui element i se asociază o valoare numită
prioritate. Pentru gestionarea eficientă a cozilor de prioritate se utilizează heap-uri. Există
cozi de max-prioritate - heap-max - s, i cozi de min-prioritate - heap-min.

În continuare vom considera cozi cu max-prioritate.

Operat, ii ı̂n cozi de prioritate (max-heap):

• Insert, ia unui element nou

• Determinarea elementului de prioritatea maximă

• Extragerea elementului de prioritate maximă

• Cres,terea priorităt, ii unui element

Utilizare: Cozile de prioritate pot fi utilizate pentru gestionarea proceselor pe un
calculator. La fiecare moment se execută procesul de prioritate maximă. Procese noi se
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pot insera ı̂n coadă.
Alt exemplu de aplicat, ie este ı̂n implementarea unor algoritmi de căutare informată (Di-
jkstra, A∗).

1. Determinarea elementului cu prioritate maximă: acesta se află ı̂n nodul rădăcină al
heap-max:

Algoritm: PRIORITY-MAX

RETURN H[0]

Complexitate: O(1)

2. Extragerea maximului: Se plasează ultimul element din heap pe prima pozit, ie, se
scade dimensiunea heap-ului cu o unitate iar apoi se reface heap-ul prin apelul
MAX HEAP.

Algoritm: PRIORITY-EXTRACT-MAX

Intrare: un heap cu câmpurile H s, i size
H[0]← H[H.size− 1]
H.size← H.size− 1
Max-Heapfy(H, 0)

Complexitate: O(log2 n) - se aplică o singură dată MAX HEAP.

În figura 7 este prezentat un exemplu pentru extragerea maximului.
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Figura 7: Extragerea maximului.

3. Cres,terea priorităt, ii elementului de pe pozit, ia i. Prin această modificare este posibil
să se strice proprieatea de heap-max, deoarece s-ar putea ca noua valoare a elemen-
tului de pe pozit, ia i să fie mai mare decât a părintelui său. Pentru aceasta se merge
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din părinte ı̂n părinte către rădăcină, până se găses,te o pozit, ie potrivită pentru noua
valoare. Algoritmul următor este cunoscut ı̂n literatură s, i sub denumirea de Sift-Up.

Algoritm: INCREASE-PRIORITY

Intrare: pozit, ia i, valoarea val cu care se modifică elementul H[i]
daca val > H[i] atunci

H[i]← val
p← (i− 1)/2
cat timp i > 0 si H[p] < val executa

H[i]← H[p]
i← p
p← (i− 1)/2

sfarsit cat timp
H[i]← val

sfarsit daca

Complexitate: O(log2 n) - se pornes,te de la o frunză către rădăcină s, i deci com-
plexitatea depinde de ı̂nălt, imea arborelui.

În figura 8 este prezentat un exemplu pentru cres,terea priorităt, ii.
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Figura 8: Cres,terea priorităt, ii nodului cu cheia 5 la valoarea 12.

4. Insert, ia unui element nou ı̂ntr-un max-heap: se măres,te dimensiunea heap-ului,
se plasează noul element pe ultima pozit, ie cu prioritatea considerată 0 s, i apoi se
aplică funct, ia CP CRESTE PRIORITATE pentru acest nou element cu valoarea
priorităt, ii asociate.
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Algoritm: PRIORITY-INSERT

Intrare: elementul val, care se inserează ı̂n coadă
H[H.size]← 0
H.size← H.size+ 1
Increase-Priority(H, H.size -1, val)

Complexitate: O(log2 n) - se pornes,te de la o frunză către rădăcină s, i deci com-
plexitatea depinde de ı̂nălt, imea arborelui.

Observat, ii:

• Pe un max-heap se pot implementa cu complexitatea O(log2 n) operat, ii cu cozi
de prioritate.

• Construct, ia unui heap-max, care s-a făcu prin apelarea funct, iei MAX HEAP,
se poate realiza s, i prin insert, ii succesive ale nodurilor ı̂n heap.

9



Arbori

1 Arbori oarecare

În informatică un arbore este o structură ierarhică de noduri, conectate ı̂ntre ele.
Într-un arbore:

• Unul dintre noduri se numes,te rădăcină.

• Nodurile sunt conectate Între ele ı̂ntr-o relat, ie ierarhică părinte - fiu. În această
structură ierarhică se consideră ordonate nodurile pe niveluri. Pe primul nivel (nive-
lul 0) se află rădăcina. Pe fiecare nivel k + 1 se află fiii nodurilor de pe nivelul k,
unde fiii unui nod x de pe nivelul k sunt acele noduri de pe nivelul k + 1 care sunt
conectate de x printr-o muchie. Pentru aceste noduri x este părintele / tatăl. De
obicei orientarea muchiei este de la părinte spre fii (out-tree), dar există s, i arbori ı̂n
care orientarea este invers (in-tree). Orice nod are un părinte cu except, ia rădăcinii.

• Orice nod poate avea 0 sau mai mult, i fii. Fiii aceluias, i nod se numesc frat,i. În plus
niciun nod nu ı̂mparte vreun fiu cu alt nod.

• Orice nod care nu are niciun fiu se numes,te frunză. Un nod care nu este frunză se
numas,te nod intern.

• Se numes,te strămos, / ascendent al unui nod x un nod y la care pot ajunge de
la x urcând din părinte ı̂n părinte. Se numes,te urmas, / descendent al lui x un
nod y la care pot ajunge printr-o succesiune de fii.

Un exemplu de arbore este prezentat ı̂n fig. 1. În acest arbore rădăcina este nodul cu
cheia 21. Frunzele sunt nodurile cu cheile 3, 37, 7, 4, 19 s, i 0. Nodul cu cheia 9 este un
strămos, al nodului cu cheia 37, iar nodul cu cheia 3 este un urmas, al nodului cu cheia 9.

Din punct de vedere al grafurilor, un arbore este un graf conex fără cicluri.

Un arbore se reprezintă ierarhic pe niveluri. De obicei se consideră că rădăcina se află
pe nivelul 0.

Definit, ie - adâncimea / ı̂nălt, imea unui arbore: Lungimea drumului de la rădăcina
r la un nod x se numes,te adâncimea nodului x. Adâncimea rădăcinii este 0.

Lungimea celui mai lung drum de la x la o frunză se numes,te ı̂nălt,ime s, i se notează
prin h(x).
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nivel 2

nivel 3

Figura 1: Arbore ı̂n reprezentarea ierarhică pe niveluri.

Exemplu: Considerând arborele din figura 1 adâncimea nodului 1 este 2 iar ı̂nălt, imea
este 1. Înălt, imea unei frunze este 0. Atent, ie: există documentat, ii ı̂n care ı̂nălt, imea unei
frunze este considerată egală cu 1.

Definit, ie - subarbore: Se numes,te subarbore de rădăcină x al unui arbore, arborele
format din nodul x ı̂mpreună cu tot, i descendent, ii săi (fig. 2).

21

9

3

15

1 4

7 24

19 0

37 subarbore

Figura 2: În arborele din figură nodurile cuprinse ı̂n marcajul ros,u formează un subarbore,
care are drept rădăcină nodul cu cheia 9

Arbori n-ari - definit, ii

• Se numes,te arbore n-ar un arbore pentru care fiecare nod are cel mult n fii.

• Un arbore n-ar se numes,te arbore plin, dacă fiecare nod intern are exact n fii.

• Un arbore n-ar se numes,te arbore perfect, dacă dacă fiecare nod intern are exact n
fii s, i toate frunzele au aceeas, i adâncime.

• Un arbore n-ar se numes,te complet, dacă toate nodurile interne, cu except, ia eventual
a celor de pe penultimul nivel, au exact n descendent, i, iar nodurile de pe ultimul
nivel sunt as,ezate cel mai la stânga posibil pe nivelul respectiv.
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Figura 3: Arbore complet.

În figura 3 este reprezentat un arbore complet.
Definit, ie - Arbore binar: Un arbore binar este un arbore ı̂n care fiecare nod are cel

mult doi descendent, i direct, i. Atunci când fiecare nod are 0 sau 2 fii, arborele se numes,te
arbore binar strict. În cazul unui arbore binar un nod are un fiu stâng s, i un fiu drept.

11

21
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3

15

7

1

6

4

Figura 4: Arbore binar.

1.1 Reprezentarea arborilor

Reprezentare secvent, ială - se pretează ı̂n cazul arborilor complet, i.

Un arbore n-ar complet de rădăcină r poate fi memorat ı̂ntr-un tablou unidimensional
- array - ı̂n care pe pozit, ia 0 se află rădăcina, pe următoarele n pozit, ii se află fiii rădăcinii
s, i ı̂n general pentru un nod oarecare aflat pe pozit, ia i fiul al k-lea, 1 ≤ k ≤ n se află pe
pozit, ia n ∗ i+ k.

Reprezentare mixtă (pentru arbori binari)

Reprezentarea mixtă utilizează 3 vectori. Primul - INFO - cont, ine informat, iile din
noduri, al doilea - left - are pe pozit, ia i indicele fiului stâng al nodului i - ı̂n vectorul
INFO -, iar vectorul al treilea - right - are pe pozit, ia i indicele fiului drept al nodului i.

Pentru exemplul din fig. 6 a) reprezentarea mixtă este dată prin vectorii din tabelul
din figura 6 b).

Reprezentare cu ajutorul unei structuri de noduri
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Figura 5: Arbore binar complet memorat ı̂ntr-un vector.
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*
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*
5
6
*
*
*
*a) b)

Figura 6: a) Arbore binar. b) Tabela de alocare mixtă.

• Pentru un arbore oarecare (nu binar): pentru fiecare nod se utilizează o struc-
tură ı̂n care se ret, ine informat, ia, legătura către o listă / vector de descendent, i direct, i
s, i (eventual) legătura către nodul părinte.

• Pentru un arbore binar: fiecare nod este reprezentat printr-o structură ı̂n care se
ret, ine informat, ia, legătura către fiul stâng, legătura către fiul drept s, i legătura către
părinte.

info p st dr

info p st dr

info p st dr

• Pornind de la reprezentarea unui arbore binar, se poate utiliza pentru arbori oarecare
o structură asemănătoare, ı̂n care se păstrează informat, ia, o legătură - fiu - către cel
mai din stânga fiu s, i o legătură - frate - către primul frate din dreapta al nodului,
precum s, i o legătură către părinte. Acest lucru este reprezentat grafic ı̂n figura 7.

1.2 Parcurgerea arborilor

Există două moduri generale de parcurgere a arborilor oarecare:
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Figura 7: Arbore binar reprezentat printr-o structură de tip fiu-frate.

• Parcurgerea ı̂n lăt, ime:

– presupune parcurgerea pe rând a fiecărui nivel de la stânga spre dreapta.

– se poate realiza practic utilizând o coadă C:

• Parcurgerea ı̂n adâncime (preordine):

– În cazul parcurgerii ı̂n adâncime, fiii unui nod sunt vizitat, i tot de la stânga
spre dreapta, dar trecerea de la nodul curent la fratele din dreapta se realizează
numai după vizitarea tuturor descendent, ilor nodului curent, deci a ı̂ntregului
subarbore al nodului respectiv.

– Se poate realiza utilizând o stivă S:

În cazul arborelui din figura 7, parcurgerea ı̂n lăt, ime cu algoritmul de mai sus va avea ca
rezultat afis,area cheilor ı̂n ordinea: 8, 9, 5, 0, 7, 6, 3, 1, 2, 11. Parcurgerea ı̂n preordine
cu algoritmul de mai sus va avea ca rezultat afis,area cheilor ı̂n ordinea: 8, 9, 5, 6, 3, 0, 7,
1, 2, 11.

1.3 Parcurgerea arborilor binari

Parcurgerea ı̂n lăt, ime a unui arbore binar este ilustrată grafic ı̂n figura 8. Algoritmul
de parcurgere presupune utilizarea unei cozi, ı̂n care se stochează nodurile, pentru care
ı̂ncă nu au fost prelucrat, i fiii.
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Figura 8: Ordinea de vizitare a nodurilor ı̂n cazul parcurgerii ı̂n lăt, ime.

Algoritm: Latime

Intrare: Arborele T
Iesire: parcurgerea ı̂n lăt, ime
Declaram coada C
C.PUSH(T.rad)
cat timp !C.empty() executa

nod curent← C.TOP ()
C.POP ()
scrie nod curent.info
daca nod curent.st ̸= nil atunci

C.PUSH(nod curent.st)
sfarsit daca
daca nod curent.dr ̸= nil atunci

C.PUSH(nod curent.dr)
sfarsit daca

sfarsit cat timp

Parcurgerea unui arbore binar ı̂n adâncime presupune parcurgerea fiecărui nod ı̂mpreună
cu subarborele stâng s, i subarborele drept. Subarborele stâng se ia ı̂n considerare ı̂naintea
subarborelui drept.

În funct, ie de ordinea ı̂n care parcurg rădăcina s, i subarborii, se disting trei tipuri de
parcurgere:

• Preordine (RSD): rădăcină, subarbore stâng, subarbore drept

• Inordine (SRD): subarbore stâng, rădăcină, subarbore drept

• Postordine (SDR): subarbore stâng, subarbore drept, rădăcină

Exemplu : Se consideră arborele binar din figura 9. Atunci:

RSD: 20, 15, 9, 0, 17, 30, 24, 22, 36, 45.

SRD: 0, 9, 15, 17, 20, 22, 24, 30, 36, 45.
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9 17 24 36

0 22 45

Figura 9: Arbore binar.

SDR: 0, 9, 17, 15, 22, 24, 45, 36, 30, 20.

În practică parcurgerea poate fi făcută ı̂n mod secvent, ial utilizând o stivă, sau recur-
siv. Algoritimii recursivi sunt mai concis, i s, i mai simplu de implementat dar presupun un
consum mai mare de memorie.

Exemplu de algoritm secvent, ial - parcurgerea ı̂n preordine
Se utilizează o stivă S, ı̂n care se depun nodurile pentru care mai sunt de parcurs

subarborii drept, i:

Algoritm: Preordine

Intrare: Arborele T
Iesire: parcurgerea ı̂n preordine
Declaram stiva S ← ∅
nod← T.rad
repeta

cat timp nod ̸= nil executa
scrie(nod.info)
S.push(nod)
nod← nod.st

sfarsit cat timp
daca S ̸= ∅ atunci

nod← S.top()
nod← nod.dr

sfarsit daca

pana cand !S.empty();

Algoritmi recursivi

Algoritm: Preordine(nod)

daca nod ̸= nil atunci
scrie(nod.info)
Preordine(nod.st)
Preordine(n=nod.dr)

sfarsit daca
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Algoritm: Inordine(nod)

daca nod ̸= nil atunci
Inordine(nod.st)
scrie(nod.info)
Inordine(n=nod.dr)

sfarsit daca

Algoritm: Postordine(nod)

daca nod ̸= nil atunci
Postordine(nod.st)
Postordine(nod.dr)
scrie(nod.info)

sfarsit daca

Exemple de aplicat, ii ale arborilor: Arborii sunt structuri folosite ı̂n numeros, i
algoritmi din diverse domenii ale informaticii. În cele ce urmează sunt enumerate câteva
dintre domeniile de utilizare a acestora.

• Sortare: Heap-sort - este un algoritm de sortare ı̂n complexitate θ(nlogn) s, i este
prezentat ca aplicat, ie la capitolul despre heap-uri s, i cozi de prioritate.

• Codificare s, i compresie: arborele de codificare Huffmann, care asociază caracte-
relor coduri de lungime diferită ı̂n funct, ie de frecvent,a cu care sunt utilizate carac-
terele ı̂ntr-un text / respectiv ı̂ntr-o limbă.

• Compilatoare: arbori sintactici pentru analiza codului sursă s, i construirea codului
obiect

• Procesare de imagine / grafică: arbori Quad, arbori PR - pentru ı̂mpărt, irea s, i
analizarea spat, iului 2D.

• Clasificare: arbori de decizie ı̂n domeniul inteligent,ei artificiale.

• Dict, ionare: căutare eficientă cu ajutorul arborilor de căutare, subiect ce va fi
discutat ı̂n capitolele ce urmează.

2 Arbori binari de căutare

Definit, ie: un arbore binar de căutare este un arbore binar ı̂n care fiecare nod are o
valoare numită cheie, iar pentru fiecare nod toate nodurile din subarborele stâng au cheile
mai mici decât cheia părintelui s, i toate nodurile din subarborele drept au cheile mai mari
decât cheia părintelui.

În cazul ı̂n care relat, ia de ordine nu este strictă, dacă nodurile cu chei egale se inserează
pe aceeas, i parte a arborelui, insert, ia multor noduri cu chei egale are ca urmare obt, inerea
unui arbore relativ dezechilibrat, având ca urmare o cres,tere a complexităt, ii operat, iilor.
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În continuare se consideră arbori binari de căutare cu chei distincte. Cazul cheilor egale
se va discuta separat la sfârs, itul cursului.

În figura 10 a) este prezentat un exemplu de arbore binar de căutare.

38

25 53

39 55

60

18

23

10

11

40 info

pointer către
fiul stâng

pointer către
fiul drept

pointer la părinte

a) b)

p st dr

Figura 10: a) Exemplu de arbore binar de căutare; b) Structura unui nod din arbore.

Penru fiecare nod al arborelui se consideră structura din figura 10 b), ı̂n care fiecare
nod x are câmpurile: x.info = cheia nodului, x.st s, i x.dr = fiul stâng s, i respectiv fiul
drept, x.p= părintele nodului x.

2.1 Operat, ii ı̂ntr-un arbore binar de căutare

Operat, iile de bază ı̂ntr-un arbore binar de căutare sunt:

• Căutarea binară a unei chei.

• Determinarea nodului cu cheia minimă/maximă din arbore.

• Căutarea binară a succesorului / predecesorului unui nod

• Insert, ie/s,tergere a unui nod cu o anumită cheie

• Sortarea cheilor arborelui, prin parcurgerea acestuia ı̂n inordine .

Observat, ii:

1. Complexitatea operat, iilor ı̂ntr-un arbore binar de căutare este proport, ională cu
ı̂nălt, imea arborelui. De fapt, dacă arborele cont, ine n noduri atunci O(log2n) ≤
T (n) ≤ O(n), T (n) = complexitatea algoritmului utilizat.

2. În cazul unui arbore binar de căutare oarecare nu poate fi garantată complexitatea
căutării binare, adică O(log2n).

Există arbori binari de căutare care se auto-balansează, de exemplu arborii AVL s, i arbo-
rii ros,u-negru. Pentru aces,tia se demonstrează faptul că au complexitatea operat, iilor de
ordinul O(log2 n).
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2.2 Căutarea binară

Problemă: Considerând un arbore binar de căutare T cu rădăcina T.rad, să se de-
termine nodul cu o cheie dată k.

Solut, ie: La fiecare moment dat compar cheia nodului curent x, x.info, cu k. Dacă
x.info = k atunci se returnează nodul x. Dacă x.info < k atunci se continuă căutarea
ı̂n subarborele drept al lui x, altfel se continuă căutarea ı̂n subarborele stâng al lui x.

Algoritm: Căutare binară

Intrare: Arborele binar de căutare T s, i elementul k care se caută
Iesire: nodul x cu cheia k sau Nil
x← T.rad
cat timp x ≤ Nil s, i x.info ̸= k executa

daca k < x.info atunci
x← x.st

sfarsit daca
altfel

x← x.dr
sfarsit daca

sfarsit cat timp
return x

2.3 Minimul dintr-un arbore de căutare

Nodul cu informat, ia minimă din subarborele de rădăcină x a unui arbore binar de
căutare poate fi găsit pornind de la nodul x s, i coborând ı̂n descendent, ii stângi până la
cea mai din stânga frunză. Funct, ia AB MIN returnează nodul cu informat, ia minimă.

Algoritm: AB MIN

Intrare: Arborele binar de căutare T s, i nodul x
Iesire: nodul cu cheia minimă din subarborele de rădăcină x
y ← x
cat timp y.st ̸= Nil executa

y ← y.st
sfarsit cat timp
return y

Observat, ie: maximul se determină ı̂n mod similar s, i anume parcurgând descendent, ii
drept, i până la cea mai din dreapta frunză.

2.4 Succesorul binar

Succesorul unui nod x ı̂ntr-un arbore binar de căutare este acel nod y din arbore, a
cărui cheie are valoarea imediat următoare cheii lui x ı̂n s, irul sortat al valorilor din arbore.

• Poate fi determinat prin comparat, ii
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• Dacă există, este:

– Cel mai mic element din x.dr, dacă x.dr ̸= Nil

– Un nod părinte y pentru care x se află ı̂n subarborele stâng al lui y, dacă x nu
are descendent drept.

• Dacă x este nodul cu cea mai mare cheie, atunci x nu are succesor.

41

28 56

39 55

60

8

10

9

40 53

Figura 11: Arbore binar de căutare.

Exemplu: În arborele din figura 11 obt, inem:

AB SUCCESOR(41) = 53
AB SUCCESOR(39) = 40
AB SUCCESOR(9) = 10
AB SUCCESOR(60) - nu există

Algoritm: Succesor

Intrare: Arborele binar de căutare T s, i nodul x
Iesire: nodul y, sucesor binar al lui x
daca x.dr ̸= Nil atunci

y = AB MIN(x.dr)
sfarsit daca
altfel

y ← x.p
cat timp y ̸= Nil s, i x = y.dr executa

x← y
y ← y.p

sfarsit cat timp

sfarsit daca
return y
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2.5 Inserarea unui nod

Se consideră arborele binar de căutare T cu rădăcina T.rad s, i nodul z, care are
câmpurile

z.info = k, z.st = Nil, z.dr = Nil.

Se dores,te inserarea acestui nod ı̂n arborele binar T .
Ideea principală este următoare: pornind de la rădăcină se coboară ı̂n arbore, până la
un nod, care are cel mult un fiu s, i care poate fi părintele nodului z. Pentru a respecta
proprietatea de arbore binar de căutare, dacă informat, ia nodului curent x este mai mare
decât z.info, atunci z se va insera ı̂n subarborele stâng al lui x, altfel se va insera ı̂n
subarborele drept.

În figura 12 este ilustrat algoritmul de insert, ie a unui nod cu cheia 38 ı̂ntr-un arbore
binar de căutare.
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z x=NULL
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Inserez 38 x y=NULL

Figura 12: Inserarea nodului cu cheia 28 ı̂ntr-un arbore binar. Nodul curent cu care se
compară nodul ce se inserează este marcat cu ros,u.

Complexitatea: tuturor operat, iilor descrise mai sus, ı̂ncepând de la căutarea binară,
au complexitatea O(h), unde h = ı̂nălt, imea arborelui.
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3 Arbori Ros,u Negru

Definit, ie: Un arbore ros,u-negru (ARN) este un arbore binar de căutare ı̂n care
fiecărui nod i se asociază o culoare - ros,u sau negru - s, i care are următoarele proprietăt, i:

1. Fiecare nod este ros,u sau negru - are deci un câmp suplimentar color

2. Rădăcina este neagră

3. Fiecare frunză este neagră s, i NIL

4. Dacă un nod este ros,u, ambii fii sunt negri ⇒ părintele unui nod ros,u este negru.

5. Pentru fiecare nod x, oricare drum de la nod la o frunză NIL se ı̂ntâlnes,te acelas, i
număr de noduri negre (inclusiv frunza NIL s, i exclusiv nodul de la care se pornes,te).
Acest număr se numes,te ı̂nălt, imea neagră a subarborelui de rădăcină x. Notăm
ı̂nălt, imea neagră cu bh - black height.

Un exemplu de arbore ros,u-negru este prezentat ı̂n figura 13.
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20

37 57

Figura 13: Exemplu de arbore ros,u - negru.

Observat, ii:

• Într-un ARN niciun drum de la rădăcină la o frunză nu poate fi mai lung decât
dublul unui alt drum la altă frunză. Acest lucru asigură o balansare relativă a
arborelui .

• Înălt, imea maximă a unui arbore ARN este 2 log2(n+ 1).
Se demonstrează prin induct, ie că orice subarbore de rădăcină x cont, ine cel put, in
2bh(x) − 1 noduri interne. Notând cu h ı̂nălt, imea arborelui s, i cu r rădăcina, din
proprietatea 4 se obt, ine bh(r) ≥ h/2. Dar n ≥ 2bh(r) − 1 ≥ 2h/2 − 1 de unde rezultă
h ≤ 2 log2(n+ 1)

• Definirea unui nod NIL pentru fiecare frunză presupune un consum inutil de me-
morie. Din acest motiv se poate considera ı̂n locul acestor frunze un singur nod
santinelă T.nil către care să indice acele noduri interne care au ca descendent, i frunze
NIL. Un exemplu de ARN cu santinelă este prezentat ı̂n fig. 14.
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Figura 14: Exemplu de arbore ros,u - negru cu santinelă.

• Pentru simplitate ı̂n continuare vom ignora ı̂n desene nodurile NIL.

• Datorită faptului că operat, iile de căutare, maxim, minim, succesor, predecesor
depind de ı̂nălt, imea h a arborelui, ı̂nseamnă că aceste operat, ii au complexitatea
O(log2 n).

• Operat, iile de insert, ie s, i s,tergere sunt ceva mai complicate decât ı̂n cazul arborilor
binari de căutare simpli, deoarece după insert, ie/s,tergere trebuie eventual refăcută
structura de arbore ros,u-negru. Complexitatea acestor operat, ii este tot logaritmică.

Prin operat, ii de insert, ie/s,tergere se poate pot strica anumite propreităt, i RN. Pentru
refacerea acestor proprietăt, ii de arbore ARN, sunt necesare operat, ii de recolorare s, i de
rotat, ie.

Rotat, ia

Este o operat, ie locală care schimbă structura de pointeri ı̂ntr-un arbore binar, dar
păstrează proprietăt, ile acestuia.

Tipuri de rotat, ie:

• Rd = rotat, ie spre dreapta ı̂n jurul nodului x

• Rs = rotat, ie spre stânga ı̂n jurul nodului y

Operat, ia de rotat, ie este ilustrată ı̂n figura 15. În figura 16 este ilustrat grafic modul
ı̂n care se realizează rotat, ia. Iar ı̂n figura 17 este prezentată o rotat, ie ı̂ntr-un arbore AVL.

Observat, ii:

• pentru a putea efectua o rotat, ie spre drapta ı̂n jurul nodului x, este necesar ca nodul
x să aibă un descendent stâng diferit de NIL.

• pentru a putea efectua o rotat, ie spre stânga ı̂n jurul nodului y, este necesar ca nodul
y să aibă un descendent drept diferit de NIL.
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Figura 15: Rotat, ii ı̂ntr-un arbore binar de căutare.
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Figura 16: Rotat, ie la dreapta ı̂n jurul nodului x ı̂ntr-un arbore binar de căutare.
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Figura 17: Rotat, ie la dreapta ı̂n jurul nodului x ı̂ntr-un arbore binar de căutare.
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